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Capitolo 1

Equazioni differenziali

1.1 Introduzione

Un’equazione differenziale & un’identita che lega fra di loro, per ogni valore della variabile z in un dato
insieme, i valori della funzione incognita u(z) e quelli delle sue derivate u'(x), u”(z),... Un’equazione
differenziale si presenta nella forma

f(x,u(m),...,u(m)(ac)> =0 Ve el

Dove m ¢ detto ordine dell’equazione.

Definizione 1.1.1.
Un’equazione differenziale di ordine m si dice in forma normale se & del tipo

u™(z) = g(a, u(@), o (z), ..., u""V(x))
Accanto alle equazioni si considerano anche i sistemi differenziali di prim’ordine
f(z,u(z),u'(z))=0 =z€el

in forma normale
W(z) = gla.ul) gl R"

Proposizione 1.1.1.
Un’equazione differenziale di ordine m ¢ sempre equivalente ad un sistema differenziale del prim’ordine
MM equazionsi.

Dimostrazione.
Se y € C™(I) risolve Pequazione f(x,y,4/,...,y"™)) =0, introducendo le m funzioni
uo(z) = y(x),ur(z) = ¢/ (), ..., um—1(x) = 4" V()

si ottiene una funzione u = (ug,u1, ..., Un_1) € C1(I,R™) che risolve il sistema differenziale

uy = uy

u) = ug

/ —

Upy—2 = Um—1

u/m.—l = Umn = g(fE, Ug, UL, - - - 7um71)
che & un sistema differenziale del primo ordine in m equazioni. O



1.2 Teorema di esistenza e unicita locale delle soluzioni di un’e-
quazione differenziale

Consideriamo il sistema
u = g(z,u) zel
Sotto le seguenti ipotesi
1. g: A — R™ ¢ un’assegnata funzione continua, definita su un aperto A C R™+1;

2. g & localmente Lipschitziana in A rispetto alla variabile vettoriale u e uniformemente rispetto alla
variabile x, ossia per ogni compatto K C A, IHk > 0 tale che

|g(x;Y)7g(xvu)‘m SHK|y7u|m V(z,y),(x,u) €K
Fissiamo un punto (zg,ug) € A e consideriamo il problema di Cauchy
u' = g(z,u)
u(l’o) = Ug

Dato che A & un aperto, esistera un ’cilindro’ (m+1)-dimensionale compatto, che denotiamo R, di centro
(20, u9), strettamente contenuto in A. Esso sara della forma

R ={(z,u) € R™"" | |z — 24| < a,|u— ugl,, <b}
Poiché g & continua nel compatto R, per il teorema di Weierstrass 3M > 0 tale che
lg(z,u)|m < M V(z,u) € R
Inoltre, poiché R ¢ compatto, per I'ipotesi 2 si ha che 3H > 0 tale che

gz, y) —g(@ u)lm < Hly —ulm  V(z,y),(z,u) € R

Teorema 1.2.1 (Esistenza ed unicita locale della soluzione di un’equazione differenziale).
Nelle ipotesi siffatte, 3J = [xg — h,z0 +h] con 0 <h <a e3 u:J— R™ di classe C' tali che

u = g(z,u) Ve e J
11(1’0) = Ug

e inoltre
[u(z) —ug|m <b Ve e J

Dimostrazione. (Esistenza)
Trasformo il problema di Cauchy in un sistema di equazioni integrali, cioe dimostro che

con ueC'YJ,R™) (1)

u =g(z,u) Ve e J
u(zg) = ug

u(z) = ug —I—/ g(t,u)dt con z¢c JucC'%JR™) (2)

0

sono equivalenti.

Dimostrazione. Sia u soluzione di (1). Integrando a membro a membro da zg e x € J:

x

/; u'(t) dt = /: g(t,u) dt < u(z) — ulzo) = / a(t ) di

0 0 Zo



Da cui, ricordando che u(zg) = ug, segue
u(z) = ug —|—/ g(t,u) dt
Zo
e quindi u @ soluzione di (2). Viceversa, sia u € C%(J,R™) soluzione di (2), allora
T
u(x) = up —|—/ g(t,u) dt

Zo

Ma per ipotesi, ug e ffo g(t,u) dt sono di classe C', quindi automaticamente anche u(z) € C*, quindi,
derivando ambo i membri, si ottiene

o w(z) = g(r,u)
e u(zg) =ug
da cui segue che u ¢ soluzione di (1). O
Dimostrata l’equivalenza, risolviamo il problema (2):
{u € CO(J,R™)
u(z) =up + ffo g(t,u) dt

Posto h = min{a, %, %}, usiamo il metodo delle approssimazioni successive. Definisco la successione

{u,(2)} € CY(J,R™) Vn per ricorrenza:

up(x) = ug Ve e J
U,t1(x) =ug + f;o g(t,u,) dt Vn € N
Valgono le seguenti relazioni:

1. sup,ey[up(z) —uglm <b  VneN

2. st (&) = (@) < Mt [ — o[+

Dimostrazione. 1. (per induzione su n)
Ovvia per n = 0, dimostriamo che n = n + 1.

/x g(t,uy) dt

xo ‘m

[Upt1(z) —uglm = <

xT
/ g (t 1) dt|m‘ <
X

0

Poiché (t,u,(t)) € R, per ipotesi si ha

<

x
b
/ Mdt‘:M|x—x0|<M-h<MM:b

0

Dimostrazione. 2. (per induzione su n)
Pern =10

a1 (2) — volm =

T
T

0 m

xr
/ 18(t, 1) dt\
X

0

HO
< Mz — 20| = M=z — x0|°"*



la proposizione e vera. Dimostriamo che n = n + 1:

T x
/ g<t7 u’n+1) dt — / g(t7 un) dt‘ <
x

0 Zo m

W p2(2) — g1 (2)|m =

<

/ & (t 1) — g0t u) dt’ <
Zo

per l'ipotesi di locale Lipschitzianita, si ha

<H

xr
/ |un+1(t) — Un(t)|m dt‘ S
To
per l'ipotesi induttiva, segue

* MH" HHLo
SH/ [t — o[ dt‘zM/ |t = ol dt =

, (n+1)! (n+1)! /s,

Hn+1 _ n+2 Hn+1
M |z — xo] - M Iz — wo|"+?

n+1)! n+2 (n+2)!

O
Dalla seconda relazione appena dimostrata segue che
MH"
sup [upa1(z) — wp(2)|m < ——— B!
Sup 1 (2) ~ () < oy
Allora Ve > 0 Jv, tale che Vp,n > v, p > n si abbia
p—1 p—1 i
therl
_ < ; Y <My =
50 ) = ) < 3 s0p s () — i)l < M3 oy <

Allora Vz € J la successione {u,(z)}nen € di Cauchy in R™, quindi esiste

nBI-&I-loo u,(z) = u(z) Ve e J
e inoltre, Vn > v, si ha
sup [uy, (z) — u(z)|m < €
zeJ
Quindi la successione {u, ()} converge uniformemente a u(z) in J. Eseguendo il limite per n — +oo

nella relazione -

u,L+1(x) = Up +/ g(f,un) dt

Zo

si ha up41(z) — u(x), mentre

x x
/ g(t,u,) dt — / g(t,u) dt‘ <
o Zo m

Per l'ipotesi di locale Lipschitzianita si ha

x
/ lg(t, u,) — g(t,u)|m dt| <
g

<H

/ |lln(t) - u(t)|m dt’ S Hhe Vn > Ve

Per cui si conclude che

x x

lim g(t,uy,) dt = / g(t,u) dt

n——+00 Zo Zo

che dimostra l’esistenza. O



Dimostrazione. (Unicita)
Siano u,v € C°(J,R™) che risolvono il problema (2) con u # v e che soddisfano

[u(t) —ug|m < b [v(t) — volm < b

Siano b/ < h, J' = [xg — h/,z0g + h'] e x € J'. Allora

lu(z) = v(@)|m =

JRCEEEY dt\m <n

0

/m [u(t) — v(t)|m dt| <

< HI sup [u(z) = v(2)m
xzeJ’

da cui segue
sup [u(z) — v(z)lm < HA' sup [u(z) — v(z)|m
z€J’ zeJ’

Ma Hh' < 1, e quindi la diseguaglianza & assurda. Allora u = v su tutto J’ VJ' C J e quindi su
tutto J. Il che dimostra I'unicita. O

Osservazione 1.2.1.
La soluzione di un’equazione differenziale puo essere prolungata fino alla frontiera di un qualunque
rettangolo contenuto nell’aperto.

Proposizione 1.2.1 (Dipendenza continua dal dato iniziale).
Consideriamo i problemi di Cauchy

u'(z) = g(z,u) zeJ v'(z) = g(z,v) xeJ
11(330) = Up V(xo) = Vo
Sia JNJ' = J" =[x — h,x0 + h]. Allora ¢ > 0 tale che

sup |u(x) — v(z)|m < clug — volm
zeJ

Dimostrazione.
Siano "
u(z) =ug —I—/ gt,u)dt xelJ’
o
v(z) = vo —|—/ g(t,v)dt zelJ”
xo
Allora

[ et - gle.v) dt‘ <

0 m

/ |g<t,u>—g<t,v>|mdt] <

[u(z) = v(2)|m < [uo — Volm +

<|uo — vo|m +

Per I’ipotesi di Lipschitzianita, segue

<|up —volm + H

/ u(t) = v(B)lm dt\ <

maggiorando 'integrale con il sup, si ottiene

< |up — vo|m + hH sup |u(z) —v(z)|m
:EGJ/,

da cui si ha
sup |u(z) — v(x)|m < [ug — volm + hH sup |u(z) — v(x)|m

zeJ" zeJ
cioe 1
sup |u(x) — v(x < Ug — Vo
sup () V()| < 1o — Vol
Posto ﬁ = ¢, si ottiene la tesi per J” sufficientemente piccolo. O]



Definizione 1.2.1.
Sia J(zg, ug) la famiglia di tutti gli intervalli J di centro z tali che il problema di Cauchy abbia soluzione
u; definita su J. L’intervallo

o= U J

J€I(xo,u0)

si definisce intervallo massimale di esistenza della soluzione. La soluzione massimale sara

u(z) = uy(x) Ve e J
uy(z) =uy(x) VeeJnJ

Osservazione 1.2.2.
Sia A = [¢,d] x R™. Supponiamo che g sia globalmente Lipschitziana in A, cioeé che 3H > 0 tale che

g(z,u) —g(@,v)|lm < Hlu—vl|,,  Vz€led,Vu,veR™
Sia infine

My = sup |g(z,uo0)|m
z€|e,d]

Fissata una palla di centro ug e raggio b, si ha che

g(z,u)lm < Hb+ My V(z,u) € [c,d] X B(ug,b)

Sia h = min{(d — ¢), 7, m} Allora ¢ possibile, prendendo intervalli di ampiezza h, estendere la
soluzione dell’equazione differenziale a tutta la striscia A.

1.3 Equazioni differenziali del primo ordine

1.3.1 Equazioni differenziali del primo ordine a variabili separabili

Definizione 1.3.1.
Un’equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili si presenta nella forma

Y = f(x)g(y)

con f: I —=R,g:J— R funzioni di classe C' e quindi y : T — J.

Risoluzione
Passo I - Ricerca di soluzioni costanti

Ogni yo tale che g(yo) = 0 & una soluzione costante. Se yo € J allora J = J' U J"” U {yo}.

Passo II - Ricerca di soluzioni non costanti

Escludendo yo, si ha che g(y) #0 Vy € J' U J”, dunque posso dividere per g(y), ottenendo

/

y = X
gly) fle)

Siano F'(x) una primitiva di f(z) e y(y) una primitiva di 1/g(y). Allora

Y (W)Y () = f(z) <= D(v(y(x)) = f(x)

Integrando ambo i membri:
Y(y(x)) = F(x) +C
Poiché g(y) & sempre positiva o negativa, allora v ha derivata di segno costante, dunque & monotona e

quindi invertibile. Allora si avra
y=7""(F(z)+C)



1.3.2 Equazioni differenziali riconducibili a variabili separabili

)
=12
x
E un’equazione omogenea. Pongo u(z) = y(z)/x, da cui segue che

y'(x)r—ylx) (L) z—yl@)  z[f(u) -

u/(x) = = ; = x2

cioe

ossia un’equazione differenziale a variabili separabili nell’incognita u(z). Nota u, si ha che y(z) = u(z)-x.

1.3.3 Equazioni del tipo y’=f(ax+Dby)
Y = flaz + by)
Pongo u(x) = ax + by, da cui v/(z) = a + by’ = a+ bf(u) quindi I'equazione diventa
(@) = 0+ b (w)
ossia un’equazione differenziale a variabili separabili nell’incognita u(z). Nota w, si ha che

() = u(a:)b— ax

1.3.4 Equazioni lineari del primo ordine

Definizione 1.3.2.
Un’equazione differenziale lineare del primo ordine si presenta nella forma

Y =a(@)y+ ()

con a, # continua su un intervallo J e f(z) #0 Vz e J

Risoluzione

—A(z)

Sia A(z) una qualunque primitiva di «(z). Moltiplico 'equazione per e , ottenendo

e~ Ay = e ADg(z)y + e A Bz & 7A@y — T A@ o (2)y = e A B(2) (1)

Ma e~ 4@y — =A@ q(2)y = D[e~A(*)y]. Allora, integrando membro a membro la (1):

AW, — / eAOBM) dt+C acJ\ {0}

da cui ”
y(@) = - AW 4 / CA@=AD 3(p) gt
Posto -
A(z) = / a(s) ds
si ha

xr
ylx)=c- ela als)ds 4 / el () dsﬁ(t) dt
Osservazione 1.3.1.

Lo spazio vettoriale delle soluzioni di un’equazione differenziale non omogenea & affine allo spazio delle
soluzioni dell’equazione omogenea.

10



1.3.5 Equazione di Bernoulli
y' = a(z)y + B(z)y”

con a(z), B(x) continue e v € R. Cerchiamo per semplicita soluzioni y(z) > 0. Notiamo che
e Se v =0, 'equazione ¢ lineare non omogenea;
e Se v =1, 'equazione ¢ lineare non omogenea.
Per v # {0, 1}, pongo u(z) = y* =7 (x). Dunque
u'(z) = (1 =7y @)y () = (1 =)y " (al2)y + Blz)y") =
= (1= Ma(@)y' ™ + (1= y)B@) = (1 = yulz) + (1 - 7)b()

1
che e un’equazione differenziale lineare del primo ordine nella variabile u. Trovata u, si ha che y = uT=7.

11



Capitolo 2

Sistemi lineari del primo ordine

2.1 Introduzione
Un sistema lineare differenziale del primo ordine si presenta nella forma
u'(t) = A(t)u(t) + £(t)

con t € [ intervallo, u € C*(I,C"), A(t) € M(n) e f: I — C™ continua.

Osservazione 2.1.1 (Principio di sovrapposizione).
Se u, v risolvono i sistemi lineari

u =Au+f vVi=Av+g
u(to) = Ug V(to) = Vo
Allora VA, 1 € C, la funzione Au + pv risolve il sistema lineare

A+ pv = A(du+ pv) + M+ ug
(Au + pv)(to) = Aag + pvo

Proposizione 2.1.1.
Sia
Vo ={ueCl(I,C") | u’ = Au}

lo spazio vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo. Allora
Vi={ueCY(I,C") |u = Au+f}
e uno spazio affine, cioé se z € V¢ allora Vo +2z = V.

Dimostrazione. (C)
Sia u € V. Allora, per il principio di sovrapposizione, segue immediatamente che u+z € Vy, e quindi
VO +z g Vf. O

Dimostrazione. (2)

Sia w € V. Cerco u € Vj tale che u+z = w. Considero w — z. Per il principio di sovrapposizione,
w —z € Vj. Posto u =w — z, segue che ogni w € Vy & scrivibile come somma di una certau € Vy ez e
dunque V; C Vg + z. O

Proposizione 2.1.2.
dim Vy = n.

12



Dimostrazione.
Sia S : C™ — Vj un’applicazione lineare definita da S(x) = u, tale che

w,(t) = Au, (1)
u(tp) = x
Per il teorema di esistenza ed unicita, u, ¢ unica. Notiamo che

e Se x = 0 allora S(x) = 0. Quindi, per l'unicita, ogni x € C" che risolve S(x) = 0 & identicamente
nullo, dunque S & iniettiva.

e Siax = v(tg). Allora u, e v risolvono lo stesso sistema lineare. Dunque, nuovamente per 1'unicita,
u, = v, da cui segue che S e surgettiva.

Poiché S & contemporaneamente iniettiva e surgettiva, S & un isomorfismo, pertanto

dimC" =n =dimV,

O
2.2 Matrice Wronskiana
Definizione 2.2.1.
Siano uy,...,u, € Vp. Si definisce matrice Wronskiana la matrice W (t) data da
ui(t) Uy (t)
Wi(t) = : .
uy(t) - up(t)
Proposizione 2.2.1.
Siano uy, ...,u, € Vy. Allora il loro Wronskiano verifica
W' (t)=AW(t) tel
Inoltre, sono fatti equivalenti:
1. uy,...,u, sono linearmente indipendenti in Vp;
2. 3ty € I tale che det W (ty) # 0,
3.Vt eI si hadetW(t)#D0.
Dimostrazione.
Indicando con w;;(t) e a;;(t) i coefficienti rispettivamente di W (t) e A(t) si ha
4 1) = L) = 3 a0 = 3 au By 0
di - dt ' = ik 7 - ik kj
k=1 k=1
O
Dimostrazione. (1) = (3)
Siano uy, ..., u, € Vj linearmente indipendenti. Supponiamo per assurdo che 3ty € I tale che det W (to) =
0, allora le colonne di W (tg) sarebbero linearmente dipendenti, quindi 3¢y, ..., ¢, € C™ non tutti nulli
tali che .
Z CrUg (to) =0
k=1
Sia

v(t) =) crui(t)
k=1

13



si ha che v € V| e quindi risolve il sistema lineare

{v'(t) = A(t)v(t)

V(to) =0

Ma v = 0 & anch’essa soluzione del sistema. Allora, per I'unicita segue che
n
v(t) = Z crug(t) =0
k=1

Poiché le uy, sono linearmente indipendenti, si avra ¢y =0 Vk, il che contraddice I'ipotesi che le colonne
di W (tg) siano linearmente dipendenti per un certo tg, e dunque & un assurdo. O]

Dimostrazione. (2) = (1)

Sia det W(tg) # 0 per certe uy,...,u, € Vj. Se per assurdo, uy,...,u, fossero linearmente dipendenti
in Vp, allora Jeq, ..., ¢, € C non tutti nulli tali che
n
Z Cru = 0
k=1
Allora Vt € I i vettori uy(t),...,u,(t) sarebbero linearmente dipendenti anche in C™. In particolare,
det W(t) =0 Vt e I, il che contraddice l'ipotesi e dunque costituisce un assurdo. O]

Definizione 2.2.2.
Una base {uy,...,u,} di Vj si dice sistema fondamentale di soluzioni. Si ha inoltre

Vo={ciu1 + ...+ cpup,c1,...,cp, € C} ={W(---)z,2 € C"}

Osservazione 2.2.1.
E un sistema fondamentale di soluzioni la famiglia uy, ..., u, tali che

! = .
u; ¢ soluzione di wj(t) = A(t)u; (1)
u;(to) = e,

2.3 Metodo di variazione delle costanti
Sia {uy,...,u,} un sistema fondamentale di soluzioni e W(t)z € Vy. Faccio variare z = z(t). Sia
v(t) = W(t)z(t). Impongo che v € V, cioe
V/(t) = A(t)v(t) + £(t)
Si ha, per costruzione,
v(t) = (W(t)a(t) = W' (t)a(t) + W (t)z'(t)

= AW ()z(t) + W(t)Z'(t) =
W (t)z'

(t)

[
-
=
<
=
_|_

Da cui quindi segue:
Dall’uguaglianza, ottengo:
II Wronskiano ¢ invertibile, quindi

e di conseguenza
t
2(t) = / Wl ()E(s) ds € Vi, Wi(to) =1
to
In definitiva, si ha

v(t) = W(t)/t WL(s)f(s) ds € V;

Vi=Vo+v= {c-W(t)—i—W(t) Wt(s)f(s) ds,cE(C”}

to
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2.4 Sistemi lineari a coefficienti costanti

u'(t) = Au(t), A€ M(n,C)

A ha autovalori Ay, ..., A\, di molteplicita rispettivamente k1, ..., k, tali che

ik‘i =N
=1

2.4.1 Casol

Siano Ay, ..., \, € C gli autovalori di A. Cerco una soluzione del tipo u = ve*. Si ha quindi

u = \veM = AveM = Av = \v

quindi \ & autovalore relativo all’autovettore v. Quindi le soluzioni saranno del tipo {vie*, ... v,er}.
Verifico la lineare indipendenza costruendo il Wronskiano
Y (t) = (eMtvy]...|ertv,)
Si ha dunque
detY(t) = eMHTrn det(vy]...|v,) #0
in quanto vq, ..., Vv, sono autovettori appartenenti ad autospazi distinti. Allora possiamo caratterizzare

Vo:
Vo = {z(t) =cvieMt 4 epvpe™t e, ep € (C}

2.4.2 Caso I1

Sia A¢p un autovalore di molteplicita algebrica fi,(Xg) = 7 > 1 e molteplicitd geometrica pg(Ao) = 7.
In corrispondenza di Ao trovo r soluzioni {e**vy,... e*?v,.} con {vi,...,v,.} base di ker(A — \oI).
Aggiungendo le soluzioni proveniente dagli altri autospazi, trovo una base di Vj.

2.4.3 Caso III

Sia Ag un autovalore di molteplicita algebrica fi,(Ag) =7 > 1 e molteplicitad geometrica pg(Ao) = s < 7.
In corrispondenza di \g trovo solamente s soluzioni del tipo {e*fvy,... e*tv,}, con {vi,...,v,} base
di ker(A — A\oI). Le restanti r — s soluzioni le scelgo nella forma

pl(t)e)‘ot7 .. ,pT._s(t)e)‘Ot

con degp; < j. In questo modo, riesco nuovamente a trovare un sistema fondamentale di soluzioni.

2.4.4 Sistemi di Eulero

w(t) = A‘;(t) >0
Posto v(s) = u(e®) si ha
vi(s) =u'(e®) e’ = Au(e;) < _ Au(e®) = Av(s)

con u(t) = v(logt).
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Capitolo 3

Equazioni differenziali di ordine n

n—1

u(")(t) = Z ak(t)u(k) ) +f()

k=0
conteJ, ag feCHJC)eue C(J,C").

3.1 Problema di Cauchy

w™ = S0 apu® f(t)
’u,(to) =ux
u'(to) = ug

con ug, ..., u, € Vy. Costruiamo il Wronskiano di {uq,...,u,}:
uy(t) un ()
u (t) uy, (t)
w(t) = : : :
u%nil)(t) e u%nfl)(t)

Si ha ovviamente che det W (t) = 0V det W(t) # 0 ¥t € J. Cerchiamo una uy € Vy. Sia

vy = (ugp,uf,... ,1¢§cn_l))

Allora si ha
ufp € Vy <= vy = Avy + F

dove F = (0,...,0, f(t)). Da cio segue che

W) = qor (D det )

da cul si ottiene
(=)™t det W1 (t)

(=)t det Wi, (t)
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e quindi
(—1)" L det W1 (s)

tfs) :
z(t) = Tet W (<) : ds
/a det W (s) (=) det Wiy (s)

Si conclude pertanto che
up(t) = (vy(t),er)en = (W(t)z(t)),

3.2 Equazioni differenziali di ordine n a coefficienti costanti

n—1
ul™ =3 "au®  (+£(2)
k=0

Cerchiamo soluzioni del tipo uy(t) = the*. Definiamo il polinomio caratteristico associato p(\) come

n—1
pA) = A" = " apA
k=0

Osserviamo che

d d d" dh d d"
p(g) e =o(5) () @ = de () = e =0

Allora wuy(t) & soluzione se e solo se (ﬁ\—};p()\)e)‘t = 0 ciod p™(\) = 0. p & un polinomio con r radici
Al,..., A di molteplicita kq,..., k&, tali che k1 4+ --- + k. = n. Si osserva che
u=e & soluzione = p(\) = 0

u=teM & soluzione = p(\),p’(\) = 0
In generale, dunque, le soluzioni saranno

eMt teMt . thi—leht

ekrt7te)wt7 . ,tk}f—lekrt

Se f(t) = P(t)eP* con P(t) polinomio e 3 € C, allora la soluzione particolare & del tipo

up(t) = t"Q(t)e™

dove m = u,(B) come radice di P(t) e deg Q(t) < deg P(t).
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Capitolo 4

Derivate parziali e differenziabilita

4.1 Derivate parziali

Siano A C RN un aperto, f: A = R e xo € A. Sia inoltre {ey,...,ex} la base canonica di RY.

Definizione 4.1.1.
Si dice che f ha in xg la derivata parziale i-esima se

3 lim f(xo +te;) — f(xo0)
t—0 t

eR

e si denota con
of
ozt

(X0)7 fml (XO)a Dif(XO)

Osservazione 4.1.1.
Se una funzione f ha tutte le derivate parziali in un punto xo, non & detto che sia continua in xgq.

4.2 Differenziabilita

Siano A C RN un aperto, f: A — R e xq € A.

Definizione 4.2.1.
Si dice che f & differenziabile in xo se Ja € RY tale che
f(x0+h) — f(x0) — (a,h)n _

lim =0
|h|y—0 |h|§

Proposizione 4.2.1.
Se f e differenziabile in un punto xq, allora

1. f & continua in Xq;
2. 3D, f(x0) Vi e D;f(x0) = a*, cio¢ a = V f(xo).

Dimostrazione. 1
Bisogna dimostrare che
lllii%[f(xo +h) — f(x0)] =0
Si ha
f(xo+h) — f(x0) = [f(x0 +h) — f(x0) — (a,h)n] + (a,h) N
Ma
f(xo+h)— f(xo) —(a,h)y =0 per|hjy =0

poiché f & per ipotesi differenziabile in x¢. Inoltre
<a,h>N < |a|N . |h|N — Oper ‘h‘N —0

Da queste due relazioni, si ottiene la tesi.
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Dimostrazione. 2
Fissato h = te;, per ipotesi di differenziabilita si ha

lim f(xo +te; — f(xo) — (a,te;)n

=0
t—0 ‘t|

Moltiplicando per % = +1, il limite rimane inalterato, dunque si ottiene

lim f(xo0 +te; — f(x0) — (a,te)n
t—0 t

=0

da cui, spezzando la frazione, si ha

lim f(xo0 +te;) — f(xo)
t—0 t

= (a,e;)n
Dunque si conclude, per la definizione di derivata parziale, che
AD; f(xo) = (a,e;)n = a’

e di conseguenza

a=Vf(xg)

Definizione 4.2.2.
Si chiama piano N-dimensionale tangente al grafico di f in (X, f(xp)) il piano di equazione

XNH = f(x0) + (Vf(x0), x — Xo0)

Definizione 4.2.3 (Derivata direzionale).
Sia v € RY tale che |v|y = 1. Si definisce derivata direzionale di f in xo nella direzione v il limite
(qualora esista finito):

f(xo+tv) — f(x0)

lim
t—0 t
e si denota
if(X) fv(x0),  Dvf(x0)
aV 0) v 0)s v 0

Proposizione 4.2.2.
Se f ¢ una funzione differenziabile in un punto Xo, allora AD f(xq) per ogni direzione v e inoltre si ha

Dy f(x0) = (Vf(x0), V)N

Dimostrazione.
Fissato h = tv, si ha, per ipotesi di differenziabilita

i L X0 +tV) — f(x0) = (Vf(%0), tv)w
t—0 t

=0

da cui, spezzando la frazione, si ottiene

lim fo+tv) = f(xo) _ H{Vf(x%0), V)N
t—0 t t

da cui si conclude che 3D, f(x¢) = (Vf(x0), V). O

= <Vf(X0),V>N

Definizione 4.2.4.
Si definisce differenziale della funzione f nel punto xo I'applicazione ¢ : RY — R data da

o(v) =(Vf(x0), V)N v e RY

e si denota con ¢ = df (xq).
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Teorema 4.2.1 (del differenziale totale).
Siano A C RN un aperto, f: A >R e xq € A. Supponiamo che

1. 3AD; f(x) Vi eVx € B(xo,7) C A;
2. Le derivate parziali stano continue in Xg.
Allore f e differenziabile in xq.

Dimostrazione. (N = 2)
Siano xg = (2o, ¥yo) € h = (h, k). Bisogna dimostrare che

I J(xo+h,yo + k) — f(x0,90) — fo(20,y0)h — fy(w0,y0)k
m
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Consideriamo

-0 ()

f(xo+h,yo + k) — f(zo,90) = [f(zo + hyyo + k) — fzo,90 + k)] + [f (70,90 + k) — f(x0,0)]
L’applicazione
X — f(x7y0 + k)

& continua e derivabile rispetto a x in B(xg,7) C A. Allora, per il teorema di Lagrange, 3¢ € |xg, o + h|
tale che

f(xo+hyo + k) — f(zo,y0 + k) = fu(§yo + k) - (1)
L’applicazione
y — f(z0,y)

¢ continua e derivabile rispetto a y in B(xg,r) C A. Allora, per il teorema di Lagrange, 31 € Jyo, yo + k|
tale che

f(xo,y0 + k) — f(wo,%0) = fy(x0,m) -k

Dunque il numeratore della (%) diventa:

[f2 (&, 90 + k) — fa(o,y0)]h — [fy(z0,m) — fy(z0,90)]k

Se v'h? + k? ¢ sufficientemente piccolo, per la continuita di f, e f, in x¢ si ha che Ve > 0 3B(xo, r) tale
che ¥x € B(xg,r) si abbia

[fw(§7y0 + k) - fx($07yo)]h < €‘h| [fy(xmn) - fy(x07y0)}kl < 6|k/’|

ed inoltre
e(|h| + |k]) < 2ev/ b2 + k2
Quindi
f(@o+h,yo + k) — f(z0,y0) — fa(@o,y0)h — fy(@o, yo)k < e(|hl + k)
Vh2 + k2 N
< 2evh? + k2 9
S ViR
che & esattamente la definizione di limite uguale a zero. O

Teorema 4.2.2 (Differenziabilita di funzioni composte).
Sia A CRYN un aperto, u: [a,b] = A, f: A —R. Seu ¢ derivabile in ty € [a,b] e f ¢ differenziabile in
xo = u(ty), allora fou:[a,b] = R é derivabile in ty e si ha

D(f ou)(to) = (Vf(u(to)),w'(to))n
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Dimostrazione.
Sia k € R tale che tg + k € [a,b]. Poiché u & derivabile in g, si ha

u(to + k) —u(te) =u'(to) - k + w(k) - k, Illi%w(k) =0

Se |h|x & sufficientemente piccola, poiché f & differenziabile in xg, si ha

Flxo +h) = f(xo) + (VF(x0) By +n(8) <Ay, lim (k) =0

Scelto h = u(tg + k) — u(to) si ha k — 0 = |h|y — 0 e dunque
X0+h=u(t0+k)
da cui segue
f(u(to + k) — f(ulto)) =
= (Vf(u(to)), ulto + k) —u(to))n + [u(to + k) —ulto)|n - n(u(to + k) —u(to)) =
1l secondo addendo ¢ infinitesimo di ordine superiore a k, dunque puo essere trascurato. Si ottiene quindi

= (Vf(u(to)), v (to))n - k + (Vf(ulto)),w(k))n - k

In definitiva, si ha

tim T RN ZJOG)) i (197 (ut0)), 0 (10)) v + (7 Cu(10)), (k)] =

poiché w(k) & un infinitesimo di ordine superiore a k, segue

= (Vf(u(to)), u'(to)) v
O

Teorema 4.2.3.

Siano A C RN ¢ B C RY aperti, g : B — A e f: A — R tali che g(z) = (¢*(z),...,g"(x)) sia
differenziabile in un punto xg € B e f sia differenziabile in g(xo) = yo € A, allora fog: B — R ¢
differenziabile in xq¢ e si ha

N
Di(fog)(xo0) = ZDjf(YO)ng(Xo) =(Vf(yo), Dig(x0))~n

Teorema 4.2.4 (Lagrange N-dimensionale).
Sia A C RN aperto, f: A— R differenziabile in A. Siano x,y € A e

I={1-t)x+ty,te0,1]} C A

Allora 3v € I tale che
fy) = f(x)=(Vf(v),y —x)n

Dimostrazione.
Vt € [0,1] definisco F'(t) = f((1 — ¢)x + ty). Si ha dunque

F'(t) = (Vf((1 = t)x +ty),y —x)N

Per il teorema di Lagrange classico, 3¢ € [0, 1] tale che

g = PO =FO
cioe
fy) = fly) = (V1 =Ox=Ey)y —x)n
Posto v = (1 — £)x + &y, otteniamo la tesi. O
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4.3 Derivate successive
Se una funzione f : A — R & differenziabile nell’aperto A, allora dD;f : A - R,i =1,...,N. Se le
derivate parziali sono a loro volta differenziabili in A, allora 3D;D; f(x),¥i,j =1,...,N.

Definizione 4.3.1.
Una funzione f si dice di classe k in A e si denota f € C*(A), se esistono continue tutte le derivate
parziali di ordine k.

Osservazione 4.3.1.
C°(A) = f continue su A.

Osservazione 4.3.2.

c>(4) = [ c*4)
keN

Teorema 4.3.1 (Schwarz bidimensionale).
Sia f € C*(A), allora D;D,f = D;D;f Vi, j=1,2.

Dimostrazione.
Sia (zg,y0) € A e (h, k) un incremento sufficientemente piccolo. Definiamo la quantita

A(h, k) = f(xo+h,yo + k) — f(zo + h,y0) — f(20,90 + k) + f(w0,0)

Possiamo considerare A(h, k) come l'incremento della funzione

v+ f(z,y0 + k) — f(z,90)

Allora per il teorema di Lagrange classico, 3¢ € ]z, 2o + h[ tale che

A(h, k) = h(fz(& yo + k) = f(&m0)) (1)

Possiamo inoltre considerare A(h, k) come 'incremento delle funzione

y'—>f($0+h’y)_f($0ay)

Allora, sempre per il teorema di Lagrange classico, 3n € ]yo, yo + k[ tale che

A(h, k) = k(fy(zo +h,n) = fy(zo,m)  (2)

La quantita espressa nella (1) & 'incremento della funzione f, fra yo e yo + k. Per ipotesi, f, & continua
e derivabile. Dunque, applicando nuovamente il teorema di Lagrange classico si ha che Jw € Jyo, yo + k|
tale che

h(fz(&yo + k) - fx(£7y0)) = hkfmy(g,w)

La quantita espressa nella (2) € invece I'incremento della funzione f, fra xg e 29 + h. Per ipotesi, f,
¢ continua e derivabile. Dunque, applicando nuovamente il teorema di Lagrange classico, si ha che
3r € Jxg, xo + h[ tale che

k(fy(Io + hﬂ?) - fy(l’OaT])) = khfyx(Tv 77)

Pertanto, per la continuita delle derivate parziali di ordine due si ha

lim A(h, k) _ fzy(anyO)
(h.k)=(0,0)  hk Jya (0, 90)

Per I'unicita del limite, si conclude che

fmy(m()a yO) = fym(mmy())
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Definizione 4.3.2.
Si definisce matrice Hessiana di una funzione f la matrice

[Hy(x)]ij = DiD; f(x)

Zn (2) (n + 1)
Pt k k+1
Dimostrazione. (per induzione su n)

Per n = k ¢ banalmente vero. Dimostriamo che n = n + 1.
n+1 . .
) n+1 )
Z(k) ( b )*Z”@ B
i=k i=k
_(n+ 1 n n+1 B
-\ k E+1)
_(n+2
o \k+1
Proposizione 4.3.1.

Il numero di elementi distinti della matrice Hessiana di ordine k ¢

N+k-1
k

Lemma 4.3.1.
Vn,k € N tali che n > k st ha

Per I'ipotesi induttiva, si ottiene

che, per la formula di Stiefel, diventa

) Vk € N

Dimostrazione.
Vk > 2, il numero di derivate distinte di ordine k ¢ dato da

N i is g N i is
2
E E e E g 1= g E e E =
Zkzl Zk_lzl 7,2:1 11:1 Zkzl ’Lk_1:1 12:1
La sommatoria piu interna, per il lemma, diventa

SRR CD

ir=lip_1=1  iz=1

Y

Iterando il procedimento, si ottiene

Definizione 4.3.3.

Si definisce multiindice una n-upla p = (p1,...,pn) € NV con le seguenti proprieta:
N
i ‘p‘ = Zi:l Di
N
e pl= Hil pi!

e q<p<=q;<p; Wi

e DPf(x) =DV - DRN f(x)
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« (5 =I5 ()
e xP :xfl xS)VN

Teorema 4.3.2 (Formula di Taylor N-dimensionale).
Sia A C RN aperto, f: A — R, f € CF(A) exo € A. Allora esiste uno e un solo polinomio Py(x) di
grado minore o uguale a k tale che, per x — xq

F(x) = Pi(x) = o (Ix = xoly)

con

Pi(x) = Z M(X—XO)I’

|
pl<k P

Dimostrazione. (esistenza) k > 1
Sia v € RY di norma unitaria. Definisco F(t) = f(xo + tv), t € [~J,d] con B(xg,d) C A. Allora

F'(t) = (Vf(xo +tv),v N—ZDfxo—l—tv)

=1

N N /N
F(t Z D;D, f(x¢ + tv)vjv; = Z (Z D;D;f(xo + tv)vi> v =

7,7=1 J=1 \:i=1

Applicando la formula di Taylor classica a F'(t) si ha, per t — 0:

k
FM(0)
h=0
cioe, sostituendo:

k
1 h!
f(xo+tv) = Zj Z j DP f(xo) tth‘f'O(W )=

- D) (V)P +ollivIK) (1)

|p|<k
Fissato x, prendiamo v = |x’:(’;TN con |x — Xg|n < d, da cui segue t = |x — xq|n. Sostituendo nella (1)
si ottiene 1
F(x) =Y = DPf(x0)(x —%0)® + of|x — xo|})

Ip|<k

Dimostrazione. (unicitd)
Supponiamo per assurdo che 3Q(x) di grado al piu k tale che per x — xq si abbia

f(x) = Q(x) = o(Jx — xo[})
Allora
Py(x) = Q(x) = D cp(x —x0)P = o(|x — xo[})

lp|<k
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Dunque si ha

Py(xp +tv) — Q(xq + tv) _
" = Z cptlpl kvP 0 pert —0
Ip|<k
Ma la somma, puo essere riscritta nella forma
k
h—k
S S Dopee
h=0 Ipl=h
Questa deve tendere a zero, cio di conseguenza implica che
> pvP=0 Vh<k
Ip|=h
Moltiplicando per un’opportuna costante, si ottiene
Z pxP =0 VvxeRY
Ip|=h
Se |q| = h allora
D1 Z cpxP | =qleg =0
Ip|=h
Ma q! # 0 per ipotesi, dunque si ha ¢q = 0 e di conseguenza Q(x) = Pj(x) O

Teorema 4.3.3 (Formula di Taylor con resto di Lagrange).
Sia A C RN aperto, f : A = R, f € C*Y(A) exo € A. Allora, per x — X si ha che 3¢ € I =
{x0 +t(x — x¢),t € [0,1]} tale che

Drf(g
i - = 3 2O
pi=ha1 P
Dimostrazione.
[Basta scrivere il resto di Lagrange di F'(t) = f(xq + tv)]. O

Definizione 4.3.4.
Un insieme A si dice connesso se Vxg,x; € A 3f : [0,1] — A continua tale che

f(O) = X0 f(l) = X1

Teorema 4.3.4.
Sia A C RN un aperto connesso e f: A — R, f € CY(A) tale che Vf =0 in A. Allora f ¢ costante in
A.

Dimostrazione.
Siaxg € AesiaC ={xe€ A| f(x) = f(x0)}. C & non vuoto e chiuso. Inoltre si ha, fissato x € C e
d>0eye B(x,9)

) = fly) =(Vf(§),x—y)n

dove si e usato il resto di Lagrange di ordine 1. Ricordando che V f = 0, segue che
f(y) = f(x) = f(x0)
poiché x € C. Allora f(y) = f(x0) =y € C, da cui segue che C & aperto. Si ha percio
A=CU(ANCY)

Quindi A sarebbe non connesso, il che contraddice 'ipotesi e dunque costituisce un assurdo. Pertanto,
uno tra C' e AN CC deve essere vuoto. Per costruzione, C' & non vuoto, dunque A N CC = @, ma cid
implica C'= A e quindi f & costante su tutto A. O
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Teorema 4.3.5 (Formula di Leibniz).
Siano f,g € C*(A), A CRY aperto e |p| < k. Allora

P\ ~nh —h
DP(f-g) = D" f-DP
(f-9)=> (h) f g
h<p
Dimostrazione.
DP(fg) = DRN DR ... D52 DY (fg) =
Posso applicare alla derivata piu interna la formula in una variabile, ottenendo
D1
= DRNDRN-1 Db (Z <zl)D§1f : D{’l"“g> —
hi=0 N1
iterando il procedimento per tutte le N variabili, ottengo:

P1 PN
SN (Zi) <Zz> [(D?VN ... DM p)(DRy I ...fohlg)] _
0

h1=0 hn=

> (E) D fDPhg

[h|<|pl

Definizione 4.3.5.
Una funzione f si dice omogenea di grado o € R se Vt > 0 si ha

ftx) =t f(x) vx € RY

Teorema 4.3.6 (Eulero).
Sia A CRYN aperto e f: A — R omogenea di grado o e differenziabile in A. Allora le derivate parziali
sono omogenee di grado o — 1 e si ha

N
o i = (V)30 = 0] (%)
i=1 "

Dimostrazione.
Fissato t > 0 definisco F(x) = f(tx). Allora

N
DiF(x) =Y D;f(tx) - 0ijt = D; f(tx)t
j=1

Inoltre
D;F(x) = D;(t*f(x)) =t*D; f(x)

da cui segue
tD; f(tx) = t° f(x) <= D;f(tx) = t*7'D; f(x)

che dimostra la prima parte del teorema. Consideriamo adesso I'identita

9 f(tx)
ot to

Svolgendo la derivata si ottiene:

(2 Do)

t2a

=0
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Per ipotesi, ¢ > 0, quindi possiamo semplificare il denominatore e dividere il numeratore per t*~1,

ottenendo
N

N
tZDif(tx)xi —af(tx) =0 <= tZDif(tX)xi = af(tx)

i=1
da cui segue
(Vf(tx),x)n = af(tx)
poiché l'identita vale V¢ > 0, posto ¢t = 1 si ottiene

(VI(x),x)n = af(x)

O
4.4 Forme quadratiche
Definizione 4.4.1.
Sia A € M(n,R) simmetrica con A = {a,;}. Si definisce forma quadratica associata alla matrice A
N
$(x) = (AX, X)y = Y aiz;z;
ij=1

La forma quadratica associata ad una matrice € un polinomio omogeneo di grado 2.
Osservazione 4.4.1.
¢ € C=(RY)
Osservazione 4.4.2.
Vo(x) = 2Ax
Dimostrazione.

N N [N N

> Do) =3 | D awsws + ) auwi | =

k=1 k=1 \j=1 i=1
poiché A e simmetrica, si ha

N
=2 Z apjrj = 2Ax
k=1
O

Definizione 4.4.2.
Una forma quadratica si dice

e definita positiva se ¢(x) >0 Vx € RY;

e definita negativa se p(x) <0 Vx € RV;

semidefinita positiva se ¢p(x) >0 Vx € RY;

semidefinita negativa se ¢(x) <0 Vvx € RY;

indefinita se ¢(x) assume valori positivi e negativi.

Osservazione 4.4.3.
Sia T' = {x € RY | |x|y = 1}. Allora, poiché ¢ & continua, assumera massimo M, e minimo mg su I.
Supponiamo che ¢(vy) = mg e ¢p(wg) = My con v, wg € I'. Allora

mo < ¢(v) < My Yvel
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Per omogeneita, posso scrivere
o(x) =[x} - ¢ (X ) vx € RN
x|

dunque si avra
molx[} < ¢(x) < Mo|x[},  Vx eRY

Proposizione 4.4.1.
mo e My sono rispettivamente il minimo ed il massimo autovalore di A.

Dimostrazione.
Definisco

Fx) = 25 e rN {03

x5

Si ha dunque
F(vo) =my < F(x) < My = F(wo) Vx € R\ {0}

Nei punti vo e wy il gradiente di F' deve essere nullo; infatti, posto
g(t) = F(vo + tx) t € [-6,0],vx € RY
si osserva che g ha un minimo per ¢t = 0, dunque
g (0) = (VF(v),x)y =0= VF(vg) =0
Allo stesso modo si dimostra che il gradiente di F' & nullo in wy. Calcolo dunque il gradiente di F':

_ Dio(x)[x[} — o(x) 221 _ Did(x)  26(x)zy,

D F(x =
KEC XI5 xB ik
da cui N
_ _Vo(x)  20(x)x
VG = 0, Do) = Tt~ T
k=1
_ 2A2X B 2q5(>i)x _ 22 (Ax — F(x)x)
x5 Iy xIE
Allora

VF(vo) =2(Avg — F(vo)vo) =0

Ma F(vg) = mg, dunque si ha
AVO = MopVo

Ossia vq ¢ autovettore relativo all’autovalore mg. Analogamente, si ha
Awg = Mowy
ossia wg € autovettore relativo all’autovalore M. Se A & autovalore per A con autovettore v € I" allora
d(v) = (Av,v)y = A\[v[3 = A

Ma, poiché mg e My sono il minimo ed il massimo di ¢ su I, si avra

mo < A < My
da cui segue che mg ¢ il minimo autovalore e My ¢ il massimo autovalore. O]
Osservazione 4.4.4.
Sia A € M (R, N) simmetrica.
N
det(A= M) = [ =2) =AY + @AV -+ ay A +ay
i=1

Per la regola di Cartesio, si ha che

28



e ¢ ¢ definito negativo <= ’equazione presenta N permanenze di segno;

e ¢ ¢ definito positivo <= '’equazione presenta N variazioni di segno;

e ¢ & semidefinito negativo <= ’equazione presenta N — r permanenze di segno e r coefficienti nulli;
e ¢ ¢ semidefinito positivo <= ’equazione presenta N — r variazioni di segno e r coefficienti nulli;
e ¢ ¢ indefinito negli altri casi.

Definizione 4.4.3.

Sia f : A — R una funzione definita su A C RN e xq € A.
e Si dice che x( & un punto di massimo locale per f se IB(x¢,d) C A tale che f(x) < f(xg) Vx € B;
e Si dice che x¢ ¢ un punto di minimo locale per f se 3B(xp,d) C A tale che f(x) > f(x0) Vx € B.

Teorema 4.4.1.
Sia f € C%*(A), xo € A e ¢(x) = (Hs(x0)x,x)n. Allora

1. x¢ € punto di massimo relativo per f = Vf(x0) =0 e ¢ & semidefinito negativo;
2. Xo & punto di minimo relativo per f = V f(x¢) =0 e ¢ & semidefinito positivo;
3. Vf(x0) =0 e ¢ é definito negativo => xq & punto di massimo relativo;

4. Vf(xg) =0 e ¢ ¢ definito positivo = xo & punto di minimo relativo;

5. Vf(x0) =0 e ¢ é indefinito = xq & punto di sella.

Premessa
(a) Se x € B(xq,9) C A, Vt € [0,1] definisco F(t) = f(x0 + t(x — x0)). Si ha dunque

F'(t) = (Vf(xo +t(x — x0))(x — X0),X — Xo)N
F'(t) = (Hy(xo0 + t(x — x0))(x — X0),X — Xo) v

(b) ¥x € B(x¢,0) C A 3¢ €]0,1] tale che

f(x) = f(x0) + (Vf(x0),x —x0)n + %<Hf(Xo +&(x —x0))(X —X0),X —X0)N

Dimostrazione. (1)
Dalla dimostrazione precedente, sappiamo che se x( ¢ punto di massimo relativo per f, allora V f(xg) = 0.
Inoltre, F ha un massimo in corrispondenza di t = 0, dunque dovra essere F"'(0) < 0 cioe

(Hy(x0)(x = %0),x — X0}y <0

Posto x — xg = v segue
(Hi(xo)v,v)n =¢(v) <0 VveA

(2) si dimostra come (1)

Dimostrazione. (3)
Sia Vf(x0) = 0 e ¢ definito negativo. Allora gli autovalori di Hy(xo) sono tutti negativi. Sia —4 il
massimo autovalore. Ne segue

(Hf(x0)v,v)n < —6|v[3 Vv e RV (%)

Dimostriamo che 5
(Hyx)v, v < —5Ivik
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Vv € RN e Vx € B(xo,r) con r sufficientemente piccolo. Abbiamo allora
(Hy(x)v,v)n = (Hy(x)v,v)n = (H(x0)Vv, V)~ + (Hf(%0)V, V)N =

= ([Hy(x) — Hy(x0)]v, V)N + (Hf(X0)V, V)N <

Maggioro il primo addendo usando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz e il secondo addendo usando
l'ipotesi ():

< [[Hy(x) = Hy(x0)]v]y - [VIv = 0v[3 = |[Hy (%) = Hp(%0)l p(ny - VIR = 6IVIR <

Per la continuita delle derivate seconde, Vx € B(xg,r) si ha

0? 0? ) .
al’iaﬂf]‘ f(X) - axzaxj f(XO) < 5 VZ,]
e dunque
) )
< SIvR - dvd = -5

Dunque ¢ & definito negativo. Sviluppo f in serie di Taylor ¥x € RY tale che |x — xo|y < 75, con rs
opportunamente piccolo.

f(x) = f(x0) = (Vf(x0),x —xo)n + %<Hf(X0)(X —X0),X — Xo)N

Ma per ipotesi Vf =0 e (Hy(xo)(x — Xo), X — Xo)n < —d|x — x0|% dunque

)
f(x) = f(x0) < —§|X — X[y <0
Da cui segue che f(x) < f(x9) Vx € B(xo,rs), cioé X ¢ un punto di massimo relativo. O

(4) si dimostra come (3) con stime invertite.

4.5 Operatore di Laplace in due dimensioni

Definizione 4.5.1.
Sia u(z,y) € C*(I). Il Laplaciano di u & definito

VAu(z,y) = Uas(2,y) + uyy(2,y)
In coordinate polari, posto z = pcosf e y = psinf si ha
v(p,0) = u(pcosb, psinf)
Le derivate parziali di ordine 1 sono
Uy = Uy €OS 0 + uy sind Vg = —Ugpsing + uypcosd
Le derivate parziali di ordine 2 non miste sono invece
Vpp = Uga cos? 0 + 2Uzy sin 0 cos 0 4 wy, sin? 0

Voo = ump2 sin 6 — 2umyp2 sin @ cos 0 + uyyp2 cos? 0 — Uy p cos O — uypsin

Si ha quindi

1 1
,UPP + in Voo = Ugpy + ’U,yy — ;'Up = Vzu(xay) - 7(Up
da cui 9 9 52
1 1
V2u(p,6) oYy pap”(p’ )]+ 7 5g20(P:0)
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Capitolo 5
Funzioni implicite

5.1 Caso bidimensionale

Teorema 5.1.1 (Funzioni implicite o del Dini).

Sia F € C1(A), con A aperto di R?. Sia Z = {(z,y) € A| F(x,y) = 0}. Sia (x0,y0) € Z. Se in (z0, o)
st ha VF(xo,y0) # 0 allore esiste un intorno U x V' del punto (o, yo) tale che ZN (U x V') é grafico di
una funzione di classe C. In particolare, se Fy(xo,y0) # 0, allora 3g : U — V di classe C', tale che

(z,y) eU XV, F(z,y)=0<+=y=g()

Inoltre g(wo) = yo e Fo(z,g(z))
_Falw,9(@)
Fy(x,g(x))

Se inoltre F € C* allora la funzione implicita g & di classe C*.

g (z) = Ve e U

Dimostrazione.
Sia Uy x V un rettangolo contenuto in A e centrato nel punto (zg,yo) tale che F,(z,y) >0 V(x,y) €
Uy x V. Siano

UOZ[Io—ho,,ZEQ—Fho] VZ[yo—k,yo—Fk]

Avremo F(zg,y0 + k) > 0 e F(zo,y0 — k) < 0. Allora, per la continuita di F,

F(z,yo+k)>0

VeeU
F(a,y0 — k) <0

dU C Uy tale che {

Fissato « € U, consideriamo la funzione y — F(z,y). Per il teorema di esistenza degli zeri delle funzioni
continue e per la monotonia della derivata prima, 3!y € V tale che F(z,y) = 0. Definiamo y := g(x). Si
avra allora

(z,y) €U XV, F(z,y) =0 <=y = g(2)

In particolare, F(z,g(x)) =0 Vz € U. Siano z,2’ € U, allora si avra
0= F(xvg(x)) - F(x/,g(m/))

vt € [0,1] definisco
G(t) == F(z +t(a’ —z),9(z) + t(g(2') — g()))

Si ha evidentemente

F(a,g(x)) - F(a', g(2)) = G(1) = G(0)
Per il teorema di Lagrange, 3¢ € ]0, 1] tale che

G(1) = G(0) = G'()(1 - 0) = G (&)
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Esplicitando la derivata prima di G in &:

Gl(f) = Fw(Ig,yg)(l‘/ - .’1?) + Fy(xg,yg)(g(x') - g(x» =0

da cui segue
Fo(@e,ye) ,
9(z") — g(x) = - (' —x)
F, (va y&)
Per il teorema di Weierstrass,

Im = min F M = F,
m = min Fy(z,y) >0 max | (2, )|

allora

F,(x¢, M
www—mm::—](%ydhf—ﬂ<|f—ﬂ
Fy(xf’yf) m

dunque g ¢ localmente Lipschitziana e quindi continua. Inoltre, per ' — x si ha
Te =@ ye = g(x)
da cui segue

) —ge) _ Falwg(e)
ose 1 —x Fy(z,g9(z))

per cui g & derivabile e in piu la derivata prima & continua in quanto composizione di funzioni continue
per ipotesi. Quindi g € C1(U x V). Inoltre

FeC'=F, FjeCtr'l=g4cCrt=geCt

5.2 Contrazioni

Definizione 5.2.1.
Sia (X, d) uno spazio metrico. Una contrazione su X & un’applicazione

F:X—>X
per la quale 3\ € [0, 1] tale che
d(F(z),F(z") < Md(x,2") Vo, 2’ € X

Teorema 5.2.1 (delle contrazioni).
Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia F: X — X una contrazione. Allora F ha un unico punto
fisso, cioé T € X tale che F(T) =T7.

Dimostrazione. (esistenza)
Per ipotesi, 3\ € [0, 1] tale che

d(F(z),F(z") < Md(x,2’)  Vz,2' € X

Sia z* € X. Definiamo per ricorrenza la successione

To = x*
Tpe1 = F(x,) neN

Osserviamo che
d($n+1,$n) = d(F(xn)aF(xn—l)) < Ad(mn; xn—l)

e quindi
d(xn+1axn) < )\d(x’ruxnfl) <...< )\"d(xl,xo)
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Applicando la diseguaglianza triangolare, se m > n si ha

m—1 m—1
AT, Tpn) < Z d(xpt1,xp) < Z )\hd(xl,z*)
h=n h=n

Poiché la serie Y A" & convergente, la successione {z,,} & di Cauchy in X. Dato che X & completo, essa
converge ad un elemento T € X. Proviamo che T & un punto fisso per F.

d(z, F (7)) < d(T, znt1) + d(@ni1, F(T)) = d(Z, 2n41) + d(F(zn), F(T)) <
< d(Z,Tpt1) + Ad(zp, F(T))
da cui, per n — oo, otteniamo d(T, F(Z)) = 0 cio¢ F(T) = T. O

Dimostrazione. (unicitd)
Se z € X & un altro punto fisso per F', si ha

d(z,z) = d(F(T), F(z)) < Md(T, z)
ma, essendo A\ < 1, cio risulta impossibile se T # x. Si conclude dunque che T = z. O

Teorema 5.2.2 (delle contrazioni dipendenti da parametro).
Siano (B,d) uno spazio metrico, (X, d) uno spazio metrico completo e T : B x X — X un’applicazione
continua. Supponiamo che I € [0, 1] tale che

d(T(b,x), T(b,x")) < Ad(z,z) Vz,2' € X, VbeB
Allora, ¥b € B Jlxy, € X tale che T(b, xp) = xp e inoltre la funzione
8:B—=>X
b— xp
e continua.

Dimostrazione.
Vb € B il punto fisso esiste unico per il teorema precedente. Inoltre posso scrivere Va,b € B

d(xg,xp) = d(T(a,z,), T(b,2p)) < d(T(a,zq), T(b,24)) + d(T(b,z,), T(b,2p)) <

< d(T(av l'a); T(bv xa)) + )\d(lL‘a, xb)
da cui segue
1
d(xq,zp) < ﬁd(T(awa), T(b, xp)) Va,b e B

Tenuto fisso a € B, fissiamo € > 0. Per la continuita di T nel punto (a,z,), In > 0 tale che Vb € B
soddisfacenti d(a,b) < 7 si ha
d(T(a,zq), T(b,xp)) < (1 = A)e

Da cid segue che, se §(a,b) <7
d(zq,xp) < €
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5.3 Caso generale

Definizione 5.3.1.

Sia F : RV — RM una funzione data da y = F(x). Le M componenti del vettore F(x) sono funzioni
reali delle N variabili z,...,zx. Le derivate parziali (se esistono) possono essere organizzate in una
matrice M x N, detta Jacobiana di F nel modo seguente

OF, .. OF,

3Z1 a’EN
DF(x)=| :

OF M - OF M

Ox1 ox N

Inoltre, se M = N la Jacobiana di F ¢ una matrice quadrata e il Jacobiano di F & definito come il
determinante della matrice Jacobiana.

Teorema 5.3.1 (del Dini, caso generale).

Sia F: ACRYN - RE diclasse C', con N=r+ K >K e Z={x€ A|F(x) =0}. Sezg € Z ¢ tale
che DF(zg) abbia rango massimo K, allora esiste un intorno U C A di zg tale che ZNU ¢ grafico di
una funzione £ definita su un aperto di R” in R¥ di classe C'. Pit precisamente, posti

z=(x,y), xc€R",ycRF

DF<X7 Y) = (DIF(X7 Y)|DyF(X7 y))

Supponendo F(xg,yo) = 0 e det DF(x0,y0) # 0, allora esistono V intorno di xo e W intorno di yo
chiusi, V. x W C A ed esiste f: V — W,f € C* tali che

Fix,y)=0<=y=1f(x), (xy ezZn(VxW)

Inoltre
Df(x) = —[D,F(x,f(x))] '[D.F(x,f(x))] ¥YxeV

Dimostrazione.
Essendo F per ipotesi differenziabile in (xg, yo) e F(xo,yo) = 0, possiamo scrivere

F(x,y) = D:F(x0,y0)(x — x0) + DyF(x0,y0)(y — yo) + v(X,¥)

dove v & una funzione di classe C'(A, R¥) tale che

v(x,y)
VIx=x0[2+ 1y —yol}

— 0 per \/Ix—X0\3+|y—YO|i_>O

Dato che, per ipotesi, la matrice D, F(xq,yo) ¢ invertibile, dalla relazione precedente deduciamo
y =Yyo + BF(x,y) - Q(x — xo) — Bv(x,y) V(x,y) € A
dove
B = [D,F(x0,y0)] "', Q = [DyF (x0,y0)] "' [D2F (x0,¥0)]

Posti

g(x) =yo —Q(x—x9) VxeR"

G(x,y) = Bv(x,y) V(x,y)€ A
si ha che g & un’applicazione affine di R” in R* mentre G € C*(4,R¥) con

G, ¥) [k < [|Blag [v(x, ) |k

ed in particolare G ¢ nulla in (xg,yo) con differenziale nullo. Per (x,y) € A si ha

F(X7y) =0<—=y= g(X) - G(X7 y)
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Bisogna trovare un intorno U C R” di x¢ ed un intorno compatto V' C R* di y, tali che ¥x € U
I’applicazione

T.L(y) = g(X) - G(Xv Y)
trasformi V' in V e sia una contrazione. Per il teorema delle contrazioni, seguira allora che Vx €
U Jly = f(x) € V tale che T,(y) =y, cioe F(x,y) = 0. Per p > 0 sia V, la palla di centro xg
in R" e W, la palla di centro yg in R* ed osserviamo che, essendo VG(xg,yo) = 0, si ha, posto
& m) = (1=—t)x+tx', (1 —t)y +ty’)

<

Gx,y) - Xylk—‘/Gft,mdt
k

<

1
/0 (G (&, 1) — G (%0, ¥0)) (x = X') + (G (&, 1) — Gy (%0, ¥0))(y — ¥')]dt

Esiste dunque pg > 0 tale che

‘G(X?Y) - G(X/7y/)|

ed in particolare

k

(|X - X |7‘ + |y y ‘k:) VX x’ € Vpo7Vy?yl € Wpo

I\DM—I

1
IG(x,y)|r < §(|X —%olr 1y —yole)  Vx €V, Vy € W,

Fissiamo p; € ]0, po[. Si osserva che per x € V,, 'applicazione T, manda W, in se stesso, a patto che
p1 sia sufficientemente piccolo: infatti

IT2(y) — yolr = [8(x) — G(x,¥) — Yol <

1
ol + 5 (% = ol + by ~ yols) < [IQIMM 2]p1+2_p0

pur di scegliere
Po

PLS o7
2@l +1
Inoltre, per x € V,,, la T, & una contrazione in W, : infatti

1
IT2(y) — To(y)le = 1G(x,¥)|r < 3y - Yie  Vy.y €W,

Essendo W, uno spazio metrico con la distanza indotta dalla norma euclidea di R¥, si conclude che
Vx € V,, 3l f(x) € W, tale che T,(f(x)) = f(x), il che significa, per quanto detto, F(x,f(x)) = 0. Si
ha, in particolare, f(x¢) = yo. Abbiamo cosi costruito la funzione implicita
f:V, = Wy

che, per il teorema delle contrazioni dipendenti da parametro, ¢ continua. Quindi anche la funzione

x — det[D,F(x, f(x))]
¢ continua in V), ; allora, essendo det[D,F(x,yo)] # 0 avremo

det[D,F(x,f(x))] #0  VxeV,

Proviamo che f ¢ differenziabile in V,,,. Sia x" € V,,,. Poiché F ¢ differenziabile in (x', f(x’)) € V,, x W,
si ha
F(x,f(x)) - F(x',f(x')) =

= D.F(X,f(x))(x = x) + D,F(X, £(x))(f(x) — £(x')) + o(x, f(x)) = 0

con

O(X’y) /12 AV
Tyt 0 e VxRl -6k o0

dunque si ha, ricavando f(x) — f(x'), dividendo per |x — x'|,- e facendo il limite per x — x’

Df(x') = =[D,F(x',f(x)] 7" [D.F(x ., £(x))]  Vx' €V,
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5.4 Funzioni invertibili

Definizione 5.4.1.
Una funzione F : A C RN — R si dice localmente invertibile in xg € A se 3U C A intorno di xg e IV
intorno di F(xg) tali che F : U — V sia bigettiva.

Teorema 5.4.1 (Invertibilita locale).
Siano F : A C RN — RV di classe C'(A) e xg € A tale che det|DF(xq)] # 0. Allora F ¢ localmente
invertibile in Xg e la funzione inversa F~1 ¢ di classe C' in un intorno V di yo = F(xo). Si ha inoltre

DF~'(y) = [DF(F~'(y)]”" VyeV

Dimostrazione.
V(x,y) € A x RY definisco la funzione G : A x RY — R data da

G(xy) =y -F(x)

Si vede immediatamente che G & composizione di funzioni di classe C' e dunque anch’essa sara di classe
C", e la sua matrice Jacobiana sara data da:

DG(x,y) = (=DF(x) | In)

Si osserva che per ipotesi G(xg,yo) = 0 e inoltre si ha det[G . (x0,y0)] = (—1)" det[DF(x¢)] # 0 sempre
per ipotesi. Allora la funzione G soddisfa le ipotesi del teorema del Dini, pertanto esisteranno U intorno
di xg, V intorno di yo e una funzione g : U — V di classe C! tali che

G(x,y) =0 = x=g(y)
che, per definizione di G, equivale a dire
y =F(x) <= x=g(y)

Da questa relazione otteniamo 'identitd y = F(g(y)), da cui si deduce che g = F~!. Abbiamo dunque
dimostrato la prima parte del teorema, trovando appunto la funzione inversa g per la quale, sempre per
il teorema del Dini, vale

Dg(y) = —[G.(g(y),y)] ' - [Gy(g(y),¥)] = —[-DF(g(y))] " - In = [DF(g(y))] "
Sostituendo g = F~! infine, otteniamo
DF~!(y) = [DF(F ' (y))] "
0

Teorema 5.4.2 (Rango).
Siano F: ACRN RN con N=k+r >k exo€ A. Se la matrice DF(xq) ha rango massimo k, ad

esempio
OF;
det :
¢ {835] (XO)}i,j—l,...,k 0

allora AU C A intorno di xo ed 3V intorno di (F1(Xo),...,Fr(xXo)) tale che F(U) é grafico di una
funzione h(y',...,y*) : V. — R" di classe C'. Il piano k-dimensionale tangente a F(U) nel punto

(%0, h(y0)) = F(xo) ¢ il piano passante per F(xq) generato dai vettori %, i =1,...,k di equazione
parametrica

u=F(xo) + DF(x)-t, tecRF
cioe

k
OF ;
u=F(xq) + E = (x0)t"
oo
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Dimostrazione.

Scriviamo u € RY come U = (y,z),y € R¥ .z c R" e F = (f,g),f = (F1,...,Fy),g =

punti di F(A) sono u = (y,z) con
Y= fi(xl, .. 2k)

k+1

2= gj(ak 2N

(Fitrs ..

JFy). 1

Per ipotesi, si ha det[Df(x¢)] # 0, dunque per il teorema di invertibilita locale esisteranno U intorno di

Xg, V intorno di yg e 71 : V — U di classe C'. Si pud dunque scrivere

Allora
F(U)={(y.z) eRY |y eV,z=g(f ' (y))}

Posto gof~' = h(y!,...,y*) : V — R", I'equazione del piano tangente a F(U) sara
y=%Yy

= h(yo) + Dh(yo)(y — yo)

ovvero
Y=Yy

z =z + Dg(f ' (y0))(y — yo) = 2o + Dg(x0) - [Df (x0)] " (y — yo)

In forma vettoriale

Y —Yo Df(xo)
= [Df " (x0)(y — ¥o)]
zZ— 7o Dg(xo)
Posti
Y —Yo
— F(xo)
— 7
( = DF(X())
"(x0)(y —yo) =t €R”
si ottiene

u=F(xq) + DF(x¢)-t, tcR"

5.5 Massimi e minimi vincolati

Definizione 5.5.1.

Sia A C RY aperto, sia f € C1(A) e sia K una varietd r-dimensionale (r < N) di classe C'! contenuta
in A. Un punto xg € A si dice punto stazionario per f su K se xg € K e il vettore V f(x0) & ortogonale

all’iperpiano r-dimensionale tangente a K in xg.

Teorema 5.5.1.

Sia A CRYN aperto, sia f € C*(A) e sia K una varieta r-dimensionale (r < N ) di classe C* contenuta
in A. Se xg € K ¢ punto di massimo o di minimo relativo per f|k, allora x¢ é un punto stazionario

vincolato per f su K.
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Dimostrazione.

Supponiamo che K sia della forma K = g(U), con U C R” aperto e g di classe C'! con matrice Jacobiana
di rango r per ogni punto di U. Sara in particolare xg = g(yo),yo € U. Per ipotesi, si ha che yg ¢ un
punto di massimo o di minimo locale per la funzione composta F(y) = f(g(y)),y € U. Quindi deve
essere

N
DiF(yo) = Y D;f(g(y0)Digi(yo) =0 i=1,...,r
j=1

ossia,
<Vf(xo)’Dlg(y0)>N =0 1= 17"'7T

cio significa che V f(x¢) € ortogonale ai vettori D1g(yo), ..., Drg(yo0), 1 quali, per il teorema del rango,
sono i generatori del piano r-dimensionale tangente a K nel punto xg. Cio prova che in xq il vettore
V f(x0) & ortogonale a K, ottenendo cosi la tesi. O

5.6 Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

Teorema 5.6.1.
Sia A CRYN aperto, sia f € C1(A) e sia

K={xecA|G(x)=0}

dove G : A — RF (k < N) ¢ una funzione di classe C' con matrice Jacobiana DG(x) di rango massimo
kvx € K. Allora xg € A ¢ un punto stazionario vincolato per f su K se e solo se esiste mg € R¥ tale
che (x9,mg) & punto stazionario libero in A x R¥ per la funzione Lagrangiana

L(x,m) = f(x) — (m, G(x))x

Dimostrazione. (=)

Nelle ipotesi fatte, posto r = N — k, K ¢ una varietd r-dimensionale di classe C', in virti1 del teorema
del Dini. Sia x9 € K un punto stazionario vincolato per f: allora si ha G(xg) = 0 e, per il teorema
precedente, il vettore V f(xg) deve essere ortogonale al piano r-dimensionale tangente a K in xg. Ma,
essendo K una curva di livello della funzione G, i vettori normali a K in x( sono le righe della matrice
Jacobiana DG(xg), ossia i vettori VG1(xg), ..., VGi(X0). Quindi V f(x¢) & combinazione lineare di tali
vettori, e dunque esistono myq, ..., my (detti moltiplicatori) tali che

k
Vf(x0) = > miVGi(xg) =0

=1

In altre parole, il punto xq verifica le condizioni

Djf(Xo) —Zle miDjGi(Xo) ZO ] = 1,...,N
—Gi(Xo) =0 Z'ZL...,]C

le quali equivalgono, per definizione della Lagrangiana L e ponendo mg = (myq, ..., my) all’annullarsi del
gradiente di L in (xg, mg) rispetto alle coordinate z; e m,. O

Dimostrazione. (<=)

Se un punto (xg,mg) € A x R* ¢ stazionario per la Lagrangiana, ossia soddisfa il sistema sopra scritto,
allora il secondo gruppo di equazioni ci dice che xg € K, mentre il primo gruppo esprime la lineare
dipendenza di V f(x¢) dai vettori normali a K in x¢. Cid prova che xg & punto stazionario vincolato per
fsuK. O
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Capitolo 6

Integrale di Lebesgue

6.1 Compattezza in spazi metrici

Definizione 6.1.1.
Sia (X, d) uno spazio metrico. K C X si dice compatto se ogni ricoprimento aperto di K, cio¢ ogni famiglia
di aperti {U; };er tale che (J;c; U; 2 K, contiene un sottoricoprimento finito, cio¢ 3iy, ... ,4,, € I tali che

k=1

Definizione 6.1.2.
Sia (X, d) uno spazio metrico. K C X si dice compatto per successioni se ogni successione {x, }neny € K
contiene una sottosuccessione che converge ad un elemento = € K.

Proposizione 6.1.1.
Sia (X, d) uno spazio metrico e K C X. Allora K ¢é compatto se e solo se K & compatto per successioni.

Dimostrazione. (=)

Sia {z,,} € K compatto. Sia S l'insieme dei valori assunti da {z,,}. Si ha S C K. Se S ¢ finito, esistera
sicuramente una sottosuccessione costante che dunque converge ad un elemento di S C K. Se invece S ¢
infinito, dico che 3T € K tale che ogni intorno di T contiene infiniti punti di S. Se per assurdo cosi non
fosse, allora Yy € K 3B, tale che B, NS & un insieme finito. Considero {By},cx 2 K. Per ipotesi di
compattezza, yi, ...,y € K tali che

—

By, O K

=1

Allora si avrebbe

scU®,ns)
=1

Ma S & infinito, mentre [ J;-, (B,, NS) & finito, quindi I'inclusione & assurda. Allora avremo che

Vk 3z, € B <x ;)

cioe
lim z,, =7€ K
k—o00

O

Per dimostrare la seconda implicazione, ci avvarremo della seguente definizione e del seguente lemma.
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Definizione 6.1.3.
Sia (X, d) uno spazio metrico, K C X e {U; };¢s un ricoprimento aperto di K. Allora si definisce numero
di Lebesgue del ricoprimento u = {U; }icr la quantita

() sup{d >0 |Vz e K Ji € I: B(z,d) CU;}
€ =
0 se l'insieme sopra ¢ vuoto

Si ha evidentemente e(u) > 0.

Osservazione 6.1.1.
Si ha e(u) > 0 se e solo se 30 > 0 tale che Vo € K 3i € I tale che B(x,0) C U,.

Lemma 6.1.1.
Sia K un insieme compatto per successioni. Allora per ogni ricoprimento v = {U;}ier di K si ha
e(u) > 0.

Dimostrazione.

Vz € K consideriamo la quantita e(x) = sup{d > 0|3 € I : B(x,d) C U;}. Sihae(z) >0 Ve K
e inoltre e(u) = inf ek (). Infatti, in generale, si ha e(u) < e¢(x) Vo € K e in particolare e(u) <
inf ek €(x). Inoltre se 4 & un numero reale tale che 0 < 0 < inf, ek €(x), allora si verifica che ¢ < e(u).
Pertanto, non vi ¢ alcun numero reale compreso tra e(u) e ¢(z) e dunque e(u) = inf ek (). Allora
bisogna dimostrare che ¢y = infiex e(x) > 0. Sappiamo che I{z,} C K tale che e(x,) — €. Per
ipotesi di compattezza per successioni, I{xy, tren C {Zn }nen che converge ad un punto 2* € K. Si ha
evidentemente e(z*) > 0. Per definizione di limite, ko tale che Yk > kg si ha definitivamente

1

d(xn,,x*) < Ze(:c*)

B (ono jete)) € B (a7, 5

Infatti, sia z € B (zy,, ¢(z*)). Allora

Si verifica che

d(z,2*) < d(z,xn,) + d(zp,,z*) < ie(m*) + ie(m*) = %e(x*) —z€e€B (x*, ;e(x*)>

Pertanto, Yk > ko e per un certo ig segue, per definizione di e(x),

B (ac*7 ;e(x*)) C U,

e quindi
1
Ze(ac*) < e(xn,) VE>ko
Passando al limite per k — oo si ottiene:
1., )
0< Ze(x )<e€ = xlg}"{e(x)

O

Dimostrazione. (<)

Sia K compatto per successioni. Bisogna dimostrare che K & compatto. Sia u = {U; };ecs un ricoprimento
di K e e(u) > 0. Supponiamo per assurdo che u non abbia sottoricoprimenti finiti. Allora Ve € ]0, e(u)] il
ricoprimento {B(z, €) },cx non ha sottoricoprimenti finiti. Fissato x1 € K, si ha che B(z1, €) non ricopre
K, dunque 3zo € K \ B(z1,€). {B(x1,¢€), B(x2,€)} non ricopre K e dunque Jzz € K \ U?Zl B(zy,€).
Induttivamente, si costruisce

n—1
Ty € K\ U B(x;,€)
i=1
{z,} C K & una successione che non ha sottosuccessioni convergenti, poiché d(z,,z,,) > € se n > m.

Ma cio costituisce un assurdo in quanto per ipotesi K ¢ compatto per successioni. Quindi risulta che
{U;}ier ha un sottoricoprimento finito di K e dunque K & compatto. O
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6.2 Misura di Lebesgue

Sia My la classe degli insiemi misurabili di RY, My < P(RY). Definiamo i parallelepipedi N-
dimensionali P come N
P .= H ]ai, bl[
i=1

e denotiamo con Py l'insieme dei parallelepipedi N-dimensionali.

Definizione 6.2.1.
Si definisce volume N-dimensionale di un parallelepipedo P € Py la quantita

N

VN(P) = H(bl — ai)

i=1
con la convenzione che 0 - oo = 0.

Definizione 6.2.2.
VE C RY si definisce misura esterna la quantiti

my (E) = inf {Z Vn(Py), Py, € Py aperti | U P, D E}
keN keN

Definizione 6.2.3.
Sia A C RYM. Si definisce chiusura di A Iinsieme

A=AUDA

dove 0A indica la frontiera di A.

Definizione 6.2.4.
Sia A C RY. Si definisce parte interna di A I'insieme

A=A\9A

Proposizione 6.2.1 (Proprieta della misura esterna).

1.VECRY, mi(E)>0;

mi(0) =0, my({x}) = 0;

mp € monotona crescente rispetto all’inclusione;
myy € invariante per traslazione;

my = Vn sulla classe P dei parallelepipedi;

S w2

ml ¢ numerabilmente subadditiva, cioé se {Ep,}nen € P(RY), allora
miy (U En> <> miy(En)
n=1 n=1

Lemma 6.2.1.
Sia P € Pyn. Seje{l,...,N} eceR, posti

Pr=Pn{z|z; <c}, P,={z|z; >c}
allora

VN(P)=Vn(P1) + VN(P)
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Dimostrazione.
Sia P = Hfil la;, b;[. Sezioniamo P con un piano della forma z; = ¢, con a; < ¢ < b;. Siha P =P UP,
dove

Pl :}al,bl[ X ... X ]aj,c[ X ... X ]aN,bN[

sz}al,bl[ X...X]C,bj[ X ... X ]aN,bN[

Allora:

N

Vn(P) =[]0 —a:) = (0 —aj) [ [(0i — as) = (b; — c+ ¢ —a;) [ [ (bs — i) =
i=1 i#j i#j
= (C — aj) H(bz - ai) + (bj - C) H(bz — CLz') = VN(Pl) + VN(P2)
i#j i#j
O]

Lemma 6.2.2.

Se Pe Py, P= Ule P;, con P, € Py e 1%1 N ]Sj: {0} allora

k
Vn =) Vn(P)
=1

Dimostrazione. (proprieta 5)
Sia P € Py. Distinguiamo tre casi:

0

Vn(P) =< € Rt

00
Se Vy = 0, l'uguaglianza € ovvia. Supponiamo dunque 0 < Vy < oo e P aperto. Allora P & un
ricoprimento di se stesso e quindi, per definizione di misura esterna si ha m%;(P) < Vy(P). Se P non &
aperto, si ha

N
H]aubi[ cCPcC

=1 %

lai, b

—

1

e inoltre, Ve > 0 si ha

N
PQH]ai—e,bi—i—e[
i=1

Si tratta di un ricoprimento di P, quindi segue

N
miy(P) < Va(Po) = [[(bi — ai + 2¢) < Vi (P) + €C

=1

dunque anche in questo caso m} (P) ¢ un minorante. Dimostriamo adesso la diseguaglianza inversa.
Sia {Pj} un ricoprimento di P, con P, € Py Vk. Supponiamo P chiuso e limitato, dunque compat-
to. Per definizione di compattezza, & possibile estrarre un sottoricoprimento finito di P da {P}, cioé
3Py,, ..., Py, tali che

i=1 keN
Allora: .
> Vn(Pr) <> Vn(Pr)
i=1 keN



Consideriamo le sovrapposizioni dei @)k, come parallelepipedi a sé stanti. Allora, avendo contato le
intersezioni una sola volta, 'unione di tutte le divisioni di Viy(P) cosi create verifica, per il lemma:

m

<ZVNQk SZ ZVNPk

i=1 keN

e, in particolare:
Vn(P) <inf{ZVN(Pk) U P DP} =my(P)
keN keN

Se invece 0 < Vy(P) < co e P non & compatto, allora P & compatto e dunque, per quanto visto:
Vn(P) = VN(P) = miy(P) = mi (P UOIP) < mi(P) +m’y(0P)

ma per definizione, m% (9P) = 0, dunque si ottiene

Se Vy(P) = oo, sia Q,, = [-n,n]V. Allora
VNn(PNQ,) <Vyn(P)=o0

facendo tendere n — oo si ha
lim V(PN Q,) =00 =Vy(P)

n—oo

Consideriamo P N Q,, € Px. Per ipotesi e per monotonia della misura esterna (P N @, C P) si ha
VN(PNQ,) <my(PNQ,) <my(P)
Facendo tendere n — oo, per il teorema del confronto, si ha m¥;(P) — oo e dunque my (P) = Vy(P). O

Dimostrazione. (Proprieta 6)

Vn sia B, CRY, con E =], .y En. Sappiamo che Ve e Vn, 3{ Py, } ricoprimento aperto di E,, tale che

neN

€

Z VN(Pkn) < m}"v(En) + 27

n=1

Poiché E C Uk’neN Py, segue che

my(E) < i VN (Pn) = Z(ZVN P;m><im

k,n=1 n=1

[0}
3
||M8
n
2|~

La seconda serie converge a 1, dunque si ottiene

E)< i my (E
n=1

6.2.1 Classe dei misurabili

Definizione 6.2.5.

My = misurabili := {E CRY | my(4) = my(ANE) + my (AN E°),VA C RV}

Osservazione 6.2.1.

My # {0}.
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Osservazione 6.2.2.
Per dimostrare che E € 91, e sufficiente dimostrale la diseguaglianza >, in quanto la diseguaglianza <
discende immediatamente dalla proprieta (6) della misura esterna.

Osservazione 6.2.3.
Se my(E) =0, allora E € My.

Dimostrazione.
Sia A € RY. Poiché AN E¢ C A, per monotonia della misura esterna segue che m’ (AN E¢) < mi (A).
Inoltre, poiché ANE C E,siha 0 <mi(ANE)<mi(E)=0da cui segue my(ANE)=0. Allora si
ottiene

my * (ANE°)+my(ANE) <my(A) +my(E) =my(A)

Proposizione 6.2.2.
My € una o-algebra, cioe é chiusa per unione e passaggio al complementare.

Lemma 6.2.3.
Siano E,F € My. Allora EUF € My.

Dimostrazione.
Sia A C RN. Poiché E € My, si ha

my(A) =my(ANE)+my(ANES) =
uso l'insieme A N E€ come test per F:
=my(ANE)+my(ANE)NF)+my((ANE®)NF°) >

Valgono le relazioni ANE°NF =AN(F\E), ANE‘NF°=AN(EUF) e EUF\E=FEUF, dacui
AN(EU(F\ E))=AN(FUF). Dunque, per subadditivita:

> mi(ANE)U(ANF\ E) +mi (AN (EUF)°) =

=my(AN(EUF\E)+my(AN(EUF)*) =my(AN(EUF))+my(AN(EUF)°
da cui segue che EUF € My O

Corollario 6.2.0.1.
Siano E,F € My. Allora E\ F,ENF € My.

Dimostrazione.
Se E,F € 9My, allora per definizione E¢ F¢ € My. Poiché My & chiusa per unione e passaggio al
complementare, si ha

(ECUF)=ENF €My

Poiché E\ F = EN F¢, per quanto visto si ha immediatamente che E\ F € My O

Lemma 6.2.4 (Finita additivita dei disgiunti).
Siano Eq, ..., E, € My disgiunti. Allora

ml (Am L"J Ei> - zn:m*N(AmEi)

i=1 =1

Dimostrazione. (per induzione su n)
Se n = 1, ¢ banalmente vero. Dimostriamo che n = n+ 1. Consideriamo Fj, ..., E,+; € My disgiunti

e applichiamo la definizione dei misurabili a F,, 1 prendendo come test AN U;’:ll E;:

n+1 n+1 n+1
miy <Am UE) =mk (Am U EmEn+1> +mly <Am UEmE,°;H> =

=1 =1 i=1
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Siha ' EiNEpi1 = Eppr e UM BN ES, = U, Ei, dunque si ottiene

i=1
Applicando 'ipotesi induttiva al secondo addendo, segue che

n n+1
=my(ANEp) + Y my(ANE) =Y my(ANE;)
i=1

=1

Proposizione 6.2.3.
Sia {E,} CMy e E =, ey En. Allora E € My.

Dimostrazione.
Vn definisco la successione {F,,} nel seguente modo:

Fy=E,
Foy1=Enn \ UZ:O F

Vn si ha (J;_o Fr = Uj—o Ex- Inoltre gli Fj, sono disgiunti e numerabili. Posto E = J,-, Fj; si ha

my(4) = (Aﬁkoo ) +miy <Am (kL:JoFk>C> -

usando il lemma precedente, il secondo membro diventa

:zn:m;,(Aka)er?V (Am ﬂFk> >ZmN (ANF) +miy (Am NF )

k=0 k=0

=Y my(ANF) +my(ANE®) > my(ANE) + mj (AN E°)
k=0
dove l'ultima minorazione segue dalla proprieta di subadditivita della misura esterna. O

Proposizione 6.2.4 (Numerabile additivita su disgiunti misurabili).
Se {E,} € My sono disgiunti, allora

miy (U En> => my(E

neN neN

Dimostrazione.
La diseguaglianza < discende immediatamente dalla proprieta di subadditivita della misura esterna.
Sappiamo, dalla proposizione precedente che Vn si ha

miy (U Ei> = ijv(E

i=1

Per la monotonia della misura esterna, si ha

my (U Ei) >my (U Ez) = ZmR(Ei)

per n — 0o, si ottiene
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Proposizione 6.2.5.
Se P € Py, allora P € My

Dimostrazione.
Posso supporre P aperto. Sia A C RY, dimostriamo che m3;(A) > m’ (AN P) + m3 (AN P¢). Fissato
e >0, I{P,} C Py, P, aperti, che ricopre A tale che

> Vn(Py) Smy(A)+e ciod mi(A) > —e+ > V(P
neN neN

Osserviamo che Vn, P, N P & un parallelepipedo aperto, P, \ P ¢ unione finita aperta di parallelepipedi.
Sia P, \ P = U?;l Rjy, con Rj, € Py privi di punti interni comuni. Allora:

hn
VN(P) =VN(P. N P)+ > Vn(Rjn)
j=1

e dunque

v

hon
my(A) > —e+ ) |Vn(PaNP)+ > V(R

neN j=1

Per definizione di misura esterna, my (AN P) <> Vn(P, N P), pertanto

hn
> —e+myx(ANP)+> Y Vy(Rjn) >
neN j=1
Si ha inoltre A\P C (J,,cn(Pn\P) = U,.en U;Zl Rjn, dunque per monotonia, my (A\P) < my (Upen(Pn \ P) =
m, (UneN U, Rjn) < (subadditivita) < Y, m (U?il Rjn) — (finita additivita dei disgiunti)
= neN Z?;l my (Rj,) = (proprieta 5 della misura esterna) = ) Z?;l Vn(R;»n). Dunque si ottiene:
my(4) > —e+my(ANP)+my(A\ P)
Ma A\ P C A\ P = (A\P)U(AN&P), da cui my(A\ P) <my(A\ P) <mi(A\ P)+my(ANIP).
Poiché m¥ (AN AIP) = 0, si ottiene miy (A \ P) = my(A\ P) e quindi

my(A4) > —e+my(ANP)+my(A\ P)=—e+my(ANP)+my(AN P

Definizione 6.2.6.
Sia E C RY. Si definisce distanza di un punto x € RY da E la quantita

dx,E) :=inf{|lx—y|y |y € E}
Vale la proprieta

ld(x, E) —d(x', E)| < |x — x/|n
Cio implica che d & continua.

Proposizione 6.2.6 (Misurabilita degli aperti).

VA CRY aperto 3{P,} C Py tale che A=J .y Pn e quindi A € My.

neN

Dimostrazione.
Vn € N definiamo 'insieme K, nel seguente modo:

{xeAld(x,04)> 1} Alimitato
K, =
K, N B(0,n) A non limitato
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Si ha Vn,K,, C K,41 C Ael
B(x, n) tale che

= A. Evidentemente, Yn 3Q (x7 %) cubo aperto inscritto in

1

C —

Y el
xeKy,

dunque abbiamo un ricoprimento del compatto K,. Per definizione di compattezza, HQg"), cee Q/(LZ) -
{B(x,1)} tali che

nGN

Da cio segue che

oo hgp o hp
cJUeWca=a=JJo"
n=1i=1 n=11i=1
O
Definizione 6.2.7.

Si definisce By la o-algebra dei boreliani, cioé la minima o-algebra che contiene gli aperti, o equivalen-
temente la o-algebra generata dagli aperti.

Definizione 6.2.8.
Sia X un insieme e M C P(X). M si definisce o-algebra se

1. 0, X € M
2. Fe M= E°eM;
3. {Entnen €M = U, ey En € M.

Proposizione 6.2.7.

Se M; ¢ una o-algebra, M; C P(X),i € I, allora (;c; M; & ancora una o-algebra.

el
Osservazione 6.2.4.
Sia {C € P(RY) | C & una o-algebra che contiene gli aperti}. Allora

My NC =By
e dunque By C My (in particolare, By C My).
Definizione 6.2.9 (Insieme ternario di Cantor).

oo 2n71

Cs:=1[0,1\J U Lin

n=1 j=1

dove I(I;,) = 5.

Osservazione 6.2.5.
Poiché [0,1] \ C5 & I'unione di intervalli aperti e disgiunti, si ha

7oL () e

n=1

oo 2n~1

ml 01\03 :ZZ

da cui segue mj(C3) = 0. In generale, VA € ]0, 1]:

oo 2n 1
Cip=0.10\ U U I
n=1 j=1
con [(I;,) = A". Quindi
. A
mi([0,1]\ C1/») = oy <1
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A

mi(Cin) =1— 11—\

Osservazione 6.2.6.
C5 puo essere definito anche nel seguente modo:

Cs3 :={z € [0,1] | esiste uno sviluppo ternario in cui non figura la cifra 1}

Osservazione 6.2.7.
Sia f € R(a,b) (Riemann-integrabile), f > 0. Fissato n, definiamo

Ii—{a+ib_a,a+(i+1)b_a}, i=1,....n—1
Pr=lati?=%avi+1)2=%] x |0, inf
R e e R C
Allora: .
b 0o n—
/f(ﬂf)dxm;(U UH")m%({(z,y)Ixe[a,b],oéyéf(l’)})
a n=1 i=0

Il grafico I' di f dato da T'y = {(z,y) | z € [a,b],y = f(x)} & misurabile, e si ha
m;(Ty) =0

Osservazione 6.2.8.
Sia E C RY aperto e t € R. Definiamo tF := {tx | x € E}. Allora si ha

my (tE) = [t/ m} (E)

Definizione 6.2.10 (Misura di Lebesgue).
Si definisce misura di Lebesgue la quantita

— *
my ‘= mN|gmN
cioe la misura esterna ristretta alla classe dei misurabili.

Proposizione 6.2.8.
Siano B, F € My. Allora

mN(EUF)-i-mN(EﬂF) :’I’YLN(E) +mN(F)

Dimostrazione.
EUF=(ENF)U(E\F)U(F\ E). Per 'additivita sui disgiunti misurabili:

mN(EUF):mN(EﬂF)+mN(E\F)+mN(F\E):

=mn(ENF)+my(E\(ENF))+my(F\(ENF))=
Per ladditivith, my(ENF) + my(E\ (ENF))=my(ENF)U(E\ (ENF))) =mpy(E). Allora

=mpy(E)+mny(F\ (ENF))
Aggiungendo ad ambo i membri la quantita my(E N F) si ha
my(EUF)+my(ENF)=myn(E)+my(F\(ENF))+my(ENF)
applicando il medesimo ragionamento precedente agli ultimi due addendi del secondo membro, si ottiene

my(EUF) +my(ENF) = my(E) +my(F)

48



Proposizione 6.2.9.
Sia {Ep}neny C My . Allora

1. B, C Epyr V= lim, oo mn(En) = my (Upen Bn);
2. Ep 2 Ept1 Yn e dng tale che my(Eyp,) < oo allora lim, oo my(E,) = my (ﬂneN En)

Dimostrazione. (1)
Costruiamo una successione {F,,} data da

Fy = E,

Fn:En\Enfl

Sihache E,, = UZ:O Fr, Upen En = U, en Fn e gli Fy sono disgiunti. Allora, per la numerabile additivita
dei disgiunti:
my(En) = > my(Fy)
k=0

che per n — oo diventa

mN(En) = ZmN(Fn) = muy <U Fn> = my <U En>

neN neN

Dimostrazione. (2)
Evidentemente, si ha

() En = ﬁEn

neN n=ng

Consideriamo la successione {Ey,, \ Fp}nen. Essa € monotona crescente per inclusione, quindi per la
dimostrazione precedente, si ha

lim my(En, \ En) = my ( G (En, \En)> =mN <En0 \ ﬁ E”)

n— oo
n=nogo

Ricordando che, se A 2 B, allora my(A\ B) = my(A) — my(B), si ottiene

n—oo

my(Ep,) — lim my(E,) = my(Ep,) — my ( N En>

=ng

da cui segue

n}i_)n;omN(En) =my ( ﬁ En> =mpn (ﬂ En>

n=mno neN

6.3 Funzioni misurabili

Proposizione 6.3.1.
Sia f: D —R, D e My. Sono fatti equivalenti:

1. {zeD] f(zx) >a} €My Vo € R;
2. {x e D] f(z) > a} €My Va € R;
3. {xeD]| flx)<a}eMy VYo € R;
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4. {zreD| f(z) <a}eMy Yo € R.

Dimostrazione. (1) = (2)
Si ha )
201= {f>a—n}
neN
Dato che per ipotesi {f > a — 1/n} € My Vn, per le proprieta di o-algebra, si ha che (M, {f >
a—1/n} € My, e quindi si ottiene la tesi. O

Dimostrazione. (2) = (3)
Si ha che
{f<a}={fza}f

Poiché {f > a} € My per ipotesi, e WMy & chiusa per passaggio al complementare, si conclude che

{f <a}eMy. O
Dimostrazione. (3) = (4)
Si dimostra come (1) = (2), ponendo {f < a} =, n{f <a+1/n}. O
Dimostrazione. (4) = (1)
Si dimostra come (2) = (3), osservando che {f > a} = {f < a}*. O

Definizione 6.3.1.
Una funzione f si dice misurabile se vale una delle suddette proprieta (e quindi tutte).

Proposizione 6.3.2.
Se f é una funzione continua, allora é misurabile.

Dimostrazione.
Siha {f > a} = f~(Ja, +00]) che & un aperto, e quindi & misurabile. O

Proposizione 6.3.3.
La funzione indicatrice di un insieme D é misurabile se e solo se D & misurabile.

Dimostrazione.
La funzione indicatrice di un insieme D & definita

1, rxeD
Ip(z) =
0, & D
Quindi
0 Va >1
{Ip(z) >a}=4¢D Vael0l1]
RY Va <0

# e RY sono sempre misurabili, mentre nel secondo caso {Ip(z) > a} ¢ misurabile se e solo se D &
misurabile. O

Proposizione 6.3.4.
Le funzioni semplici sono misurabili.

Dimostrazione.
Sia ¢ una funzione semplice data da

p
l‘) = Z OéiIDi (x), D; € My Vi
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Se ¢ assume i valori distinti A1, ..., Ay, posto, Vi B; = {¢ = A;}, si ha che i B; sono misurabili e disgiunti
e la rappresentazione canonica di ¢ &

p@) = Y Nl (@)

Proposizione 6.3.5.
Siano f,g: D — R due funzioni misurabili. Allora

1. \f é misurabile VA € R;
2. [+ g é misurabile purché sia ben definita;
3. f-g € misurabile.

Dimostrazione. (1) ovvia.

Dimostrazione. (2)

{ftg<a}={f=-c}U{g=—-c}U{-c0< f+g<a}

Si osserva che { f = —oco} = [,,cn{f < —n} e quindi & misurabile. Vale lo stesso discorso per {g = —oo}.
Resta da dimostrare che {—oo < f 4 g < a} € misurabile:

{—o<fHg<al={-x<f<a—-g<+oo}=

= U{—oo<f<r<a—g<+oo}:U[{—oo<f<r}ﬁ{—oo<g<a+r}}
reQ reQ

Entrambi sono insiemi misurabili, dunque la loro intersezione sara misurabile ed infine I'unione della loro
intersezione sara ancora misurabile. O

Dimostrazione. (3)
Si ha )
fo=5(f*+¢" = (f-9)°)

Dimostriamo che se f & misurabile, anche f2 lo & (e allo stesso modo per g2).

RY, a<0
{f?>a}=
{f<—Veaju{f>va}, a>0

Poiché RY & misurabile in quanto aperto e f & misurabile per ipotesi, si ha che tutti gli insiemi che
definiscono f? sono misurabili. Questo implica che f? & misurabile. Allo stesso modo, si deduce che g2
¢ misurabile. Infine, per la dimostrazione (2) , si ha che f — g & misurabile e, per quanto appena visto,
anche (f — g)? sard misurabile. Dunque si avra che fg & misurabile. O

Proposizione 6.3.6.
Se f & misurabile, f # 0, allora % e misurabile.

Dimostrazione.
) {f<i}, a>0
{f>a}— {f>0}, a=10
{f>0bu{f<0tu{f<i}i, a<o
Per quanto visto, sono tutti insiemi misurabili. L]

o1



Proposizione 6.3.7.
Se {fn}nen € una sottosuccessione di funzioni misurabili, allora le successioni

itelg fn(2), élélf\z In(2)

sono misurabili.

Dimostrazione.
{supfn(x) > a} = U {fn>a}
neN neN
inf T ap = «
{int fuw) <a} = Yt <)
neN
Entrambi sono unioni numerabili di insiemi misurabili, dunque saranno anch’essi misurabili. O

Definizione 6.3.2.
Sia {fn}nen una successione di funzioni misurabili; si definisce massimo limite della successione {f,}, e
si indica con maxlim,_,, oppure limsup,,_,.. la quantita

limsup f,,(x) = inf sup fr,(x)

n— 00 neN m>n
Definizione 6.3.3.
Si definisce minimo limite della successione {f,}, e si indica con minlim, . oppure liminf, . la
quantita

liminf f,,(z) = sup inf f,(z)

n—00 neNmM>n

Proposizione 6.3.8.
Sia { fn}nen una successione di funzioni misurabili tali che

3 lim_fo(2) = f(2)
Allora f(x) é misurabile.

Dimostrazione.
Poiché inf e sup sono misurabili, anche la loro unione, cioe il limite, sara misurabile. O

Proposizione 6.3.9.
f: D — R & misurabile se e solo se esiste una successione di funzioni semplici {p,} misurabili tale che
on(z) = f(z) per n — oo,V € D.

Dimostrazione. (<=) gia vista.

Dimostrazione. (=)
Costruiamo la successione {¢, } nel seguente modo:

n, flx)>n
0, flz)=0
pn(z) =SBl Aol o fay < k) k=1, n2n
E Bl <f@) <, k=0,-1,...,-n2"!
-n, fl@x) < —n

¢n, € evidentemente semplice. Se f(x) = £oo, allora ¢,(x) = £n che per n — oo tende a f(z). Se
f(z) e R, per |f(z)| < n siha

1

fon — F@)] < 57
Si ha inoltre |p,(2)| < |@nt1(x)] < |f(2)], cioé ¢, cresce comunque in modulo. Dunque la distanza
|on — f(z)] tende a zero e di conseguenza ¢, (x) — f(x) O
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6.4 Integrale di Lebesgue per funzioni semplici

Definizione 6.4.1.
Sia ¢ = > | a;14, una funzione semplice espressa in forma canonica. Allora

P
dr = ;m Al
[, edei= > amn(d)

i=1

Proposizione 6.4.1 (Monotonia dell’integrale).
Siano @, due funzioni semplici tali che ¢ <. Allora

/ pdr < ¥ dx
RN RN

Dimostrazione.
Siano

P p
(pZZO(iIAi, AOZRN\UAZ'

=1 i=1
q q
Y=Y Bilp,, Bo=RV\|JB
Jj=1 j=1

con ap, fp = 0. Sia z € A; N By, allora a; < ¢ <9 < ;. Dunque

/RN pdr = ZaimN(Ai) = ZaiZmN(Ai NB;) =

i=0 i=0 ;=0

Proposizione 6.4.2 (Linearita dell’integrale).
Siano @, due funzioni semplici. Allora, VA, p € R

/RN()\@Jr,uw)d:v:A/RNgader,u/RNwdx

Dimostrazione.

/RN(/\@ T p)dz = 3" (s + s (A 0 By) =
i
= Z)\asz(Az n Bj) + Zﬂﬁij(Ai n Bj) =
i ij

P

)4 q q
:)\Zaisz(AiﬁBj)+MZﬁjZmN(AimBj) =

i=0 =0 j=0 =0

p q
A aimx(4) +u D Gy (B) <A [ pdotn [ wds
i=0 =0 RN RN
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6.5 Integrale di Lebesgue per funzioni misurabili

Definizione 6.5.1.
Sia f : RY — R una funzione misurabile non negativa. Allora

/ fdx::sup{/ cpdx|cp€S,0§cp§f}
RN RN

dove S ¢ l'insieme delle funzioni semplici.

Definizione 6.5.2.
Se f cambia segno, considero

er = max{f(x), 0}7 == min{f(x), 0}

fT,f~ sono entrambe positive e soddisfano le seguenti relazioni:

FER) =) - x), &=+ (%)

Allora f si dice integrabile se almeno uno tra

/RNﬁdx, /RNf_dx

fdx= ftdx — fdx
RN RN

esiste finito. In tal caso, si ha

RN
Definizione 6.5.3.
Una funzione f si dice sommabile su RV se

fdxeR
RN

Definizione 6.5.4. -
Una funzione f : RY — R misurabile & integrabile su £ C RN se f - I & integrabile su RY. In tal caso

/fdx: flg dx
E RN

Definizione 6.5.5.
Una funzione f : D — R misurabile, definita su D C RY misurabile & integrabile su ogni sottoinsieme
E C D misurabile se la funzione f* data da

¢ integrabile su E nel senso della definizione precedente.

Proposizione 6.5.1.
Sia f integrabile su E € My. Sia {Ep}tnen € My una successione di insiemi disgiunti tali che E =

Unen En- Allora
fdx= / fdx

Dimostrazione. (f = I, con A qualsiasi)
Si ha in questo caso

o0

/EIAdx:mN(AﬂE):ZmN(AﬂEn):Z/E Iy dx

n=0 n=0 i
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Dimostrazione. (f semplice)
In questo caso, f = Zle o114, e dunque

p oo P [es}
/fdx:ZaimN(AiﬂE):ZZaimN(AiﬁEn):Z/ fdx
E i=1 n=0 i=1 n=0"En

Dimostrazione. (f misurabile, non negativa)
Vn e Ve > 0 esiste ¢, semplice, 0 < ¢, < fIg  tale che

/ cpndx>/ fclei
B, B, on

g/Enwndx><g/Enfdx>—e

Consideriamo adesso la successione crescente ¢, = > /" | k. Si ha 0 < 4, < fIg. Allora:

fde/z/deX: /gandx> /cpndx> /fdx—e

per m — oo si ottiene
fdx > /fdx —€

che prova la diseguaglianza >. Per provare la diseguaglianza <, osserviamo che Ve > 0 esiste ¢ semplice,

con 0 < p < flg tale che
/ cpdx>/fdxfe
RN E

Z/ deZZ/ @dx:/godx:/ gpdx>/fdx—e
1/ En 1/ En E RN E

Sommando su n, si ottiene

Allora

O

Dimostrazione. (f cambia segno)
Considero f* e f~, entrambe positive, a cui applico il risultato della precedente dimostrazione, ottenendo

due relazioni - -
fHdx = / fodx, /f_ dx = / fdx

Sottraendole membro a membro si trova

v X:OO +_ ) dx
/E(f F)d ;/En(f f)d
cioe

/Ede:i fdx

n=1 En
O

Proposizione 6.5.2.
Sia f non negativa, definita su un insieme D misurabile. Sia {Dy}nen una successione di insiemi
misurabili contenuta in D tale che |J._, D, = D. Allora si ha

n=1"—""n
/ fdx
Dy,

/Dfdxgz

neN
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Dimostrazione.
Se i D,, sono disgiunti, la tesi segue dalla proposizione precedente. Altrimenti, costruiamo la successione
{F,} data da

Fy = Dy

F, =D, \U}Z, D&

Gli Fj, sono misurabili e disgiunti e si ha ancora (J, .y Frn = D. Essendo f > 0, possiamo scrivere

/Dfdx:yi/mfdx<§;/[>nfdx

O
Proposizione 6.5.3.
Siano f, g integrabili definite su D C RN misurabile. Allora
1 f<g= [pfdx < [,gdx;
2. [pafdx=of, fdx, YaeR;
3. se gli integrali non risultano infiniti di segno opposto, si ha [, (f +g) dx = [, f dx+ [, g dx.
Dimostrazione. (1)
f < gimplica f* < g*e f~ > g™, quindi
/f*dxﬁ/ngdx, /f*dxz/g*dx@f/f*dng/g*dx
D D D D D D
Sommando le relazioni membro a membro si ottiene
/(f+—f7)dX§/(g+—gf)dX<:>/ fdxg/ g dx
D D D D
O

Dimostrazione. (2)
Sia > 0, allora (af)" = af T, (af)” = af ™, e quindi si ottiene la tesi per tutte le funzioni. Sia o = —1.

Da (=f)" =f~ e (=f)" = f" segue

[enix= [ o= [ prax—— [ (- yix=- [ fax

Se a < 0, combino i due casi precedenti. O

Dimostrazione. (3)
(a) Se f,g > 0, si ha che f + g & integrabile. Siano ¢,9 € Sy con 0 < ¢ < fIp e 0 < < glp; allora
0<p+v <(f+g)Ip e dunque

wa+éwwzﬁw+wmséq+mm

Per D'arbitrarieta di o, ¢ si ottiene

Lfﬂ+Lgk§LU+m@

Per provare la diseguaglianza opposta, introduciamo gli insiemi misurabili
D"={xeD|m< f(x)+g(x)<m+1}, meNT

D% ={x e D[ f(x)+g(x) = +oo}
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1 1

Doo ={x € D[ f(x) +g(x) = 0}

Fissato 8 € ]0, 1], scegliamo ¢ € Sy tale che 0 < ¢ < B(f + ¢)Ip. Siano poi {¢,} e {¢,} due successioni
di funzioni semplici convergenti puntualmente a fIp e glp rispettivamente. Poiché

(f+9)—¢>0=8)(f+g9)>(1—-pF)m inD™

(F+9) =02 (=AU +9) =5

o< f+g=-+0c0 in D™

in D,

p=f+9g=0 inDy

allora Vm € NT U {co} esiste v,, € N tale che Vn > v, si ha

o<(f+9)—-Q=Bm<p,+¢, < f+g inD"

wé(f+g)*m7+51§<pn+¢n§f+g in D,,
o< pn+tv,<+oo=f+g inD®
o=pn+U,=0=f+g in Dy

Posto £ = {¢ > 0}, si ha my(FE) < oco. Inoltre, Vn > v,
o < oplp +Yplp < f+g in D™
0 <oplp+Yulp < f4+g inDy
0 < plp+YIlp <4o00o=f+g inD™
o= g+, Jp=0=f+g inDy
Essendo 0 < p,Ig < fIp e 0 < I < glp, Vn > vy, si ha

‘/wwé/(%+%wm/g%+W%mmk=
m m R

:/?%bwmﬁ+ﬁﬂﬂmm§ fw+/ g dx
R R m

Dm

/ godxg/ fdx+/ g dx

m

Dato che D = (U,,en+ D™) U (Uppen+ Pm) U D U Do, sommando su m si trova

/ <pdx=/<pdx§/fdx+/gdx
RN D D D

per larbitrarieta di ¢ e v, si ottiene

5[ Grgixs [ raxe [ gax
D D D
per 8 — 1, otteniamo la tesi.

(b) Se f,g <0, la dimostrazione in tal caso ¢ speculare a quella del caso (a).
(¢) Se f >0,g <0, definiamo gli insiemi misurabili

e similmente

ST ={(f+9Ip >0}, S™={(f+9)p <0}
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gli integrali di f + ¢ in ST e S~ sono ben definiti. Per quanto visto, si ha:

[ rax= [ frecdx= [ [0+ s+ (o)l dx =

:/ (f +9) s+ dX+/ (—9) s+ dX=/ (f—l—g)dx—/ g dx
RN RN S+ S+
e analogamente

| o= [ (r+gyax—[ fax

Per ipotesi, non risulta mai fD fdx = — ng dx = +o0 e dunque almeno uno tra i due deve essere
finito. Se ne deduce

g+fdx+/5+gdxz/S+(f+g)dX:/D(f+g)+dx

| otaxs [ gax= [ Graax= [ o

Sommando le due relazioni, si ottiene la tesi.
(d) Se f, g sono di segno qualunque, poniamo

e analogamente

F* ={fIp >0}, F~ ={fIp <0},G" ={gIp > 0},G™ = {gIp <0}

Allora FTNGT, Ft NG, F~ NGT,F~ NG~ sono insiemi misurabili, la cui unione & D e su ognuno di
essi la tesi € vera in virtu dei tre punti precedenti. Sommando le quattro diseguaglianze si ottiene la tesi
per D. O

Definizione 6.5.6.
Sia D un sottoinsieme misurabile di R". Si dice che una proprietd p(x) & vera quasi ovunque in D
(abbreviato q.o. in D) se, posto P = {x € D | p(x)}, 'insieme D \ P & misurabile, con my(D \ P) = 0.

Teorema 6.5.1 (Beppo Levi).
Sia D un sottoinsieme misurabile di RY e sia {fn}nen una successione di funzioni misurabili definite su
D, tali che 0 < f, < fri1 q.0. in D. Allora il limite puntuale

f(x) = lim f,(x)

n—00

esiste q.o. in D e si ha

lim frn dx = / fdx
D D

n—oo

Dimostrazione.

Posti P, = {fn < 0} e Qn = {fns1 < fn}, si ha che gli insiemi P,, @, hanno misura nulla per ipotesi,
quindi anche P = (J,, (P, U @y) ha misura nulla e di conseguenza il limte puntuale f ¢ ben definito e
non negativo in D\ P. Possiamo estendere f a tutto D ponendola uguale a zero in P, preservando cosi
la misurabilita e non alternando il valore dell’ integrale, cioe

/ fdx = fdx
D D\P

Il limite degli integrali su D di f, esiste certamente, poiché

/ fndx = fndx < / frny1 dx = / fra1 dx
D D\P D\P D

ed anzi si ha

n—oo

lim fndx < / fdx
D D
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Proviamo ora la diseguaglianza opposta. Sia 8 € ]0,1[ e ¢ € Sy tale che 0 < ¢ < f. Posto A, = {f, >
B}, si ha che gli A, sono misurabili, definitivamente non vuoti, nonché crescenti rispetto all’inclusione;

inoltre, dato che f,, — f per n — oo, risulta D = J A,,. Costruiamo adesso la successione B,,, data
da

neN

B0:A0

Bn:An\Anfly n>1
Si ha allora

ﬁ/ d)dxg/ frndx < lim fndx
An A" n—oo D

Essendo A,, 'unione disgiunta di By, ..., By, si ha
52/ Ypdx< lim [ f,dx VYneN
o Br n—oo [ p

Poiché D = J,cy Bk, ne segue

6/Dde:ﬁ§/Bkde§nli_{1go Dfndx

Per Darbitrarieta di v, possiamo scrivere

ﬂ/Dfdxgnli_)ngo/Dfndx

per B — 1, si ottiene la tesi. O

Lemma 6.5.1 (Fatou).
Sia D C RN misurabile e sia {fn}nen una successione di funzioni misurabili definite su D e q.o. non

negative. Posto
f(x) = liminf f,(x), xeD

n—oo

si ha
/ fdx < liminf/ Jfn dx
D n—oo D
Dimostrazione.
La successione {g, }nen, data da
gn = inf fm
m>n

e crescente q.0. non negativa. Per definizione di minimo limite, segue
f(x) = lim g,(x)
n—oo
Per il teorema di Beppo Levi, Vx € D si ha

/fdx: lim/gndx
D n—oo D

d’altra parte, essendo g, < f,, in D Vm > n, integrando su D troviamo

/gndxg/fmdx Ym >n
D D

/gndxg inf/fmdx
D mzn.Jp

Pertanto, ancora per definizione di minimo limite:

ovvero

/ fdx= lim gn dx < liminf | f, dx
D D

n—0o0 n—0o0 D
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Teorema 6.5.2 (Lebesgue).
Sia D un sottoinsieme misurabile di RN e sia {fn}nen una successione di funzioni misurabili definite su
D tali che

o fn(x)— f(x) q.o. in D;
o |fn(x)| < g(x) g.o. in D Vn eN.

dove g é una fissata funzione sommabile e non negativa su D. Allora si ha

lim fn dx:/ fdx
D D

n— o0
ed anzi
lim / |fn— fldx=0
n— 00 D
Dimostrazione.

Consideriamo le successioni {g — fp tnen € {g+ fn }nen, entrambe costituite da funzioni q.o. non negative
e convergenti puntualmente q.o. in D rispettivamente a g — f e g + f. Per il lemma di Fatou, si ha

/(g—f) dxgliminf/(g—fn) dx:/ gdx—limsup/ fn dx
D n— Jp D n—oo JD

/ (g+ f) dx < liminf/ (g+ fn) dx:/ gdx+liminf/ fn dx

Essendo g sommabile, possiamo semplificarne I'integrale, ottenendo
lim sup/ fndx < fdx <lim inf / fn dx
n—oo JD D n—oo Jp

che prova la prima parte della tesi. La seconda parte segue applicando quanto appena dimostrato alla
successione {|f, — f|}, il che & lecito poiché

|fn(x) = f(x)] =0 q.o.in D
|fn(x) — f(x)] <2¢9(x) qo0.inD,VneN
O

Teorema 6.5.3 (Assoluta continuita dell’integrale).
Sia. D un sottoinsieme misurabile di RN . Se f ¢ una funzione sommabile su D, allora Ve > 0 esiste
6 > 0 per il quale Tisulta

/ |fldx <e, VYEC D,my(E)<§
E

Dimostrazione.
Per assurdo supponiamo che Jey > 0 tale che Vn € N| scelto § = 27", si puo trovare un insieme misurabile
FE,, C D tale che

/ fldx>co, mn(En) <27
E,

Ponendo allora

Fo=JEBE., F=JF
k=n n=0
abbiamo .
my(F,) <> 278 =217 = mpy(F) =0
k=n

Dunque [, |f] dx = 0. Osservando che la successione di funzioni sommabili {|f|/r, } converge puntual-
mente in modo decrescente a |f|IF, il teorema di Lebesgue ci assicura che

0:/|f|dx: lim/ \f|dx2hminf/ |f] dx > eo
F n—oo [ n—ooo Jp

il che & assurdo e quindi la tesi risulta vera. O
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6.6 Calcolo degli integrali multipli

Lemma 6.6.1.
Fissati k,h € NT, siano E C R* e F C R" insiemi misurabili. Allora E x F ¢ misurabile in R*¥" ¢ si
ha mprn(E X F) = mg(E)mp(F), con la convenzione 0 - 0o = 0.

Dimostrazione.
La tesi € ovvia se E, F sono rettangoli, dato che in tal caso E x F' & ancora un rettangolo. Se E, F' sono

plurirettangoli, sara allora
P q
= U R;,

j=1 i=1

con Rj,S; rettangoli disgiunti. Dunque

P q
:UUR x S;)
j=1i=1

con R; x §; rettangoli disgiunti. Per I’additivita

P q P q
mk_,_h E X F = szk+h R X S Zka(Rj)mh(Sz) =

j=1i=1 j=1i=1
= my(E)my,(F)
Se E, F sono aperti, esistono due successioni di plurirettangoli { R, }nen € R e {S,,}nen C R” tali che
R,CR,y1 CF, Sy C S7L+1 Cle

lim my(R,) = mi(E), lim mp(Sy) = mp(F)

n— oo n— oo

Possiamo supporre che

da cui -
Ry % Sp © Ry X St CEx F = J(Rn x Sn)
n=0
dunque
Mmi+n(E X F) = nh_)rr;o Mp+n(Rn X Sp) = lim mg(Ry)mp(Sy) = mg(E)mp(F)

n—oo

Se E, F sono compatti, esistono due successioni di plurirettangoli {R,,} C R¥ e {S,,} C R" tali che

Ry 2Ry 2 E= ﬁRn, Sp D Sy D F = (] 08,

n=0 n=0
e
nl;rrgo my(Ry) = mp(E), nl;rr;o mp(Sp) = mp(F)
Quindi
R, XS5,O2Ru11 XSpy1 DEXF = ﬂ(RnxSn)
n=0
e ancora

Mp+n(E X F) = lim (R, x Sy) = lim mg(R,)mp(S,) = mi(E)mp(F)

n—oo n— oo

Se E, F sono misurabili e limitati, esistono due successioni di aperti {4, }pen € R* e {B,}nen C R e
due successioni di compatti { K, }nen € R e {H, }new € R” tali che

Apn 2 E D Ky, B, 2 F 2 Hy,
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lim myg(A4,) = lim mg(K,) = mi(E)

n—oo n—00
nl;rr;o mp(By,) = nl;rréo mp(H,) = mp(F)

Utilizzando gli A,, e i By, si trova

mk+h(E X F) < lim mk(An)mh(Bn) = mk(E)mh(F)

n—oo

Utilizzando i K,, e gli H, invece

My (B x F) > lim mg(Ky)mp(Hy,) = my(E)my, (F)

n—oo

Ne segue che myp(E X F) = mg(E)my(F).
Infine, se E, F' sono misurabili non necessariamente limitati, indicando con @}" il cubo di centro 'origine
e lato 2r in R™ si ha

my(E) = lim mp(ENQ),  mu(F) = lim my(FNQ)

Essendo QF" = QF x Q" si ottiene
(Ex F)NQM" = (EnQF) x (FNQM vr>0
Dunque E x F & misurabile in R**" e si ha

Mppn(E x F) = lim my(ENQF)my(F N Q") = my(E)my,(F)

T—00
O

Proposizione 6.6.1.
Siano k,h € Nt e sia E un sottoinsieme misurabile di RFt". Per ogni x € R* e per ogni y € R",
consideriamo le sezioni verticali ed orizzontali di E, rispettivamente date da

Ex={yeR"|(x,y) € E}, EY={xecR"|(x,y)€E}
Allora valgono i sequenti fatti:
1. Eyx & misurabile in R" per q.o. x € RF e EY ¢ misurabile in R* per q.o. y € R";
2. La funzione x — my,(Ey) ¢ misurabile in R e la funzione y — my(EY) & misurabile in R";

3. Risulta

myyn(E) = mp(Eyx) dx = mg(EY) dy
Rk Rh'

Dimostrazione.
(a) Se E & un rettangolo, allora F = Py x P, con P, C R* e P, C R". Dunque
Py, x e P
Ey =
@, X ¢ Pl

cosicché Ey & misurabile per ogni x € R¥ e my(Ex) = my(P2)Ip,(x). In particolare, si evince che
x — mp(Fx) € una funzione semplice e dunque misurabile. Inoltre, per il lemma

- mh(Ex) dx = mh(Pg)mk(Pl) = mk+h(E)

(b) Se E & aperto, esiste una successione {P,} C Py, di disgiunti tale che

P.CPCE | JP.=E
neN

62



Allora Ex = ;2 ,(P,)x © misurabile e, per quanto gid provato, my(Ex) = lim, e mp((Pn)x) & una

funzione misurabile. Per il teorema di Beppo Levi, si ha pertanto

mk+h(E) = lim mk+h(P7l) = lim mh((Pn)x) dx = mh(Ex) dx
n—oo n—oo Rk Rk

(¢) Se E & chiuso, con my1h(E) < oo, allora 3A C E aperto con my1,(A) < co. Scrivo E = A\ (A\ E),
dunque Fy = Ax \ (A\ E)x. Ax e (A\ E)x sono entrambi aperti e pertanto sono misurabili. Di
conseguenza, anche la loro differenza, cio¢ Ey, € misurabile. Inoltre, my(Ex) = mp(Ax \ (A \ E)x) =
mp(Ax) — mp((A\ E)x), che sono tutte funzioni misurabuli, dunque anche my(Ey) risulta misurabile.
Infine

mp(Ex) dx = mp(Ax) dx — mp((A\ E)x) dx =

= Myt (A) = Mppin(A\ E) = mpyn(A) — muprn(A) + mpin(E) = mpyn(E)
Se E & chiuso e myp(F) = 0o, scrivo E come
E=|]J(CnQn)
neN

dove i @, sono chiusi, misurabili e con misura finita. Per ogni n, si ha che C'N@Q,, & chiuso e misurabile,
con misura finita. Allora, in virtu del caso precedente si ha che

By = J(ENQn)x
neN

¢ misurabile. Inoltre

mh(Ex) = Mmp (U (E N Qn)x) = Z mh((E n Qn)x)

neN

che sono tutte funzioni misurabili. Infine

(B dx= [ S (B Qub dx =Y [ (B Q) dx =
n=1 n=1

Rk

= Z Mprn(ENQn) = mpyn (U (EN Qn)> = mpyn(E)

neN

(d) Ogni intersezione numerabile di aperti e ogni unione numerabile di chiusi verifica (1), (2), (3).
(e) Se E € My, allora verifica (1) per q.o. x € R*, (2),(3). Sia E misurabile con misura finita. Allora
esistono A, B € By tali che B C E C A e myn(A\B) = 0. Dunque si ha anche By C Ex C Ax. Inoltre

0 = myqn(A\ B) = mutn(A) = misn(B) = /Rk (ma(Ax) — mn(Bx)) dx

da cui segue che mp(Ax) = mu(Bx) q.o. in R¥ e quindi m}(Ex) = mp(Ax) = mu(Bx) q.o. in RF.
Scrivendo Fy = Ax \ (Ax \ Ex), si ha che Ay € My, e Ax \ Ex ha per costruzione misura nulla, percio
segue che F, € My, per q.o. x € R¥ e my,(Fy) = mp(Ax) = mpu(By). Infine

. mh(Ex) dx = . mh(Ax) dx = karh(A) = mk+h(E)
R R

Teorema 6.6.1 (Tonelli).
Sia f: RFtP — R una funzione misurabile e non negativa. Allora si ha che

1. la funzione f(-,y) ¢ misurabile in RF per q.o. y € R" e la funzione f(x,-) ¢ misurabile in R" per
g.0. x € RF;
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2. la funzione [y, f(-,y) dy ¢ misurabile in R* e la funzione [y, f(x,-) dx ¢ misurabile in R";

3. risulta

/ f(x,y) dxdy:/ { f(x,y) dy} dx:/ { f(x,y) dX} dy
REk+R Rk RP RP Rk
Dimostrazione.

Se f = Ig, con E C R**" misurabile, la tesi ¢ fornita dalla proposizione precedente. Se f & una
funzione semplice, la tesi segue per linearita. Nel caso generale, grazie alla non negativita di f, esiste
una successione di funzioni semplici {¢, }nen che converge puntualmente a f in modo crescente. La
proprieta (1) & vera perché f(-,y) e f(x,-) sono limiti puntuali di funzioni misurabili; (2) e (3) si
ottengono appolicando il teorema di Beppo Levi. Se f & di segno variabile e in piu integrabile, allora
basta scrivere il risultato per f* e f~ e poi sottrarre, il che ¢ lecito in quanto almeno uno tra gli integrali
¢ finito. O

Teorema 6.6.2 (Fubini).
Sia f: RF" & R una funzione sommabile. Allora si ha che

1. la funzione f(-,y) ¢ sommabile su R* per q.o. y € R" e la funzione f(x,-) ¢ sommabile su R" per
g.o. x € R¥;

2. la funzione th f(,y) dy ¢ sommabile suR* e la funzione ka f(x,-) dx & sommabile su R";

3. risulta

/ f(x,y) dxdy =/ { f(x,y) dy} dx =/ [ f(x,y) dX} dy
RE+AR Rt |JRR Rh |JRE
Dimostrazione.

La tesi segue applicando il teorema di Tonelli alle funzioni non negative f*, f~; gli integrali risultanti
sono entrambi finiti, in quanto f*, f~ < |f| e |f| & sommabile. Il risultato si ottiene per differenza. [J

6.7 Cambiamento di variabili

Definizione 6.7.1.
Siano A, B C RN aperti. Una funzione g : A — B si dice diffeomorfismo se

e g ¢ bigettiva;
o gC Cl(A);
e glc Cl(B).

Osservazione 6.7.1.
Se g ¢ un diffeomorfismo, allora Jg(x) = det{Dg(x)} # 0 ¥x.

Teorema 6.7.1 (Misurabilita).
Siano g : A — B un diffeomorfismo e E C A misurabile. Allora g(E) é misurabile e si ha

m(g(E)) = /E [T (x)] dx

Teorema 6.7.2 (Formula del cambiamento di variabili).
Sia g : A — B un diffeomorfismo. Siano F C B misurabile e f integrabile su F. Allora si ha

/ £(y) dy = / £(g() | Jg (50|
F g~ (F)
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Esempio 6.7.1.
Dato F = {(z,y)|x <y < 2x,1 < ay < 3}, calcolare mo(F).
Osserviamo che i vincoli possono essere scritti nel sequente modo:

1<f<a 1<ay<s
x
Allora, poniamo
u=12
v =1y

da cui, invertendo le relazioni, si ottiene

= pl/2—1/2
y = v'/2y1/2

che definisce la funzione g. Allora si ha F = g([1,2] x [1,3]). La matrice Dg(u,v) sard

W1/2=3/2  y=1/24,-1/2 1
= 2 2 _
Dg(uw) U1/21§71/2 v’l/;ul/Z — Jg(u,v) 5u

Allora si ha 0 3 ) )
1 1 du
F) = o> = [ —Wwfidu= | — =[nu]f=In2
ma(F) /1 /1 5 dvdu /1 2u[v]1 du /1 " [lnu]; =In
Esempio 6.7.2.

Sia E={(z,y) |1 <z+y<3,z<y<2z}. Calcolare

/ z? dxdy
E

Effettuiamo il cambiamento di variabili ponendo

u=x+Yy
v=14
x
Invertendo le relazioni, si ottiene
_
T = 14+v
— _uv
y= 1+v
La matrice delle derivate sara
1 u

u
Dg(u,v) = |57 U — g (u,v)
|1+v (E=E J (1+0)?
Allora
(U,’U) € [1’3] X [172]7 E :g([173] X [132])
E percio

3 2 u2 " 3 2 1
/E$2d$dy:/1 /1 mmdvduzﬁ USd’LL/l md’():
_ [H‘l}‘%

41, [ 31 +w)3], 162
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6.8 Cambiamento di variabili in coordinate polari

x = 1rcost

y = rsinf
Sia g(r,0) la funzione data da
g(r,0) 10, 4o00[ x ]0,27[ — R*\ {(,0),2 > 0}

Cosi definita, g ¢ bigettiva. Inoltre I'insieme {(x,0),z > 0} che abbiamo tolto da R? ha misura nulla,
dunque non viene alterato niente ai fini del calcolo. Ricavando le coordinate polari in funzione di quelle
cartesiane si ottiene

cost = <

r =22+ 92, 0 :

sinf) = ¥
I
La matrice delle derivate sara pertanto

cos —rsinf
sinf rcos@

Dy(r,0) = ( ) = Jy(r,0)=r

Proposizione 6.8.1.
Se E C R? ¢ misurabile e E' = {(r,0) | (rcos®,rsin@) € E}, allora E' ¢ misurabile e per ogni funzione
f integrabile su E vale

/ flz,y) dedy = f(rcos,rsinf)r drdd
E E

Esempio 6.8.1.
Sia C = {(x,y) |1 <22 +y? < 4,2/V/3<y< \/gx}, calcolare

/ x dzxdy
C

In coordinate polari, si ha

Dungue C' = {(r, 0)|1<r<2, Ne segue che

2 /3 2 m/3
/ x drdy = / / 7 cos Or dfdr = / r? d?"/ cosf df =
C 1 Jn/6 1 w/6

- [§] e = 5 ()

+oo 5
I:/ e * dx
0

Facendo il quadrato dell’integrale e applicando il teorema di Tonelli si ottiene

2 e —z? e —y? oo e —(xz%4y?)
I“ = e dr- eV dy= e V') dxdy
0 0 0 0

Passando in coordinate polari:

VT E=retol,  arctan? =g o]
T

Esempio 6.8.2.
Calcolare
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st ha

+oo  pm/2 ) w/2 0 R —r? Heo
I’ = / / e " rdldr = / df re” " dr = Tle _I
0 0 0 0 2 2 4

+oo
I:/ e dr = Z:ﬁ
0

Dunque

6.9 Cambiamento di variabili in coordinate cilindriche

T = rcosf
y=rsing  g(r,0,2):[0,400] x[0,27[ xR = R*\ {(,9,2) | y = 0,z > 0}

z=2z
Dove I'insieme che togliamo da R? ha misura nulla. La matrice delle derivate sara

cos —rsing 0
Dg(r,0,z) = | sin rcos@ 0| = Jy(r,0,2)=r
0 0 1

Proposizione 6.9.1.
Se E CR? ¢ misurabile e E' = {(r,0,2) | (rcos@,rsind, z) € E}, allora si ha

/ flz,y, 2) dedydz = flrcosO,rsind, z)r drdfdz
E B

6.10 Volume del solido di rotazione

Sia D € R2, e E la rotazione di D rispetto all’asse z data da
E={(zy,2) | (Va* +4? 2) € D}
Passando in coordinate cilindriche si ha
E' ={(r,0,z) |6 €[0,27],(r,z) € D}

Allora il volume del solido di rotazione, equivalente alla sua misura tridimensionale, sara

2m
mg(E):/ da:ddeZ/ rdrd@dZZ/ /rdrdzdﬁz/ 27r drdz
E E o Jp D

Questo procedimento & detto integrazione per circonferenze.

Esempio 6.10.1 (Volume del toro).
Sia r il raggio della sezione del toro T' e R la sua distanza dall’asse z di rotazione, con r < R. Allora si

ha

ms(T) = 27r/ x dxdz
B((R,0),r)
Passando in coordinate cilindriche p,0:
x— R =pcosf
, p€[0,r],0 €0,2n]
z = psiné

si ottiene . on .
m3(T)=27T/ / (R+pcos€)pd9d,0:27r-27r/ Rpdp =
0o Jo 0

2
= 47T2R% = (27R)(nr?)
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6.11 Cambiamento di variabili in coordinate sferiche

x =rsinfcosp
y=rsinfsing ,r € [0,+00[,0 € [0,7],¢ € [0, 27]

z=1rcosf
La matrice delle derivate sara

sinfcosy rcosfcosy —rsinfsingp
Dyg(r,0,¢) = | sinfsing rcosfsing rsinfcose
cosf —rsind 0
= J,(r,0,¢) =r’sind

Proposizione 6.11.1.
Se E CR® ¢ misurabile ed E' = {(r,0,¢) | (rsinfcosp,rsinfsinp,rcosb) € E}, allora

/Ef(a:,y, z) dedydz = . f(rsinf cos @, sin O sin @, 7 cos §)r? sin § drdfde
Esempio 6.11.1.
Sia A= {(z,y,2) | 2> +y*> + 22 < 1,0 < 2 < /22 + y2}. Calcolare
/A(x2 + 9% + 2%)? dadydz
In coordinate sferiche, si ha

A" ={(r,0,0) | r€[0,1],0 <rcosf < rsinf} =

™

:{(r,e,go)“e [0,1],6 € [473} € [0»277]}

2 pm/2 pl
/ (22 + % + 2%)? dadydz = / / / rir?sin @ drdfdy =
A o Jrsa Jo

/2 1 711 5
= 27?/ sin 0 d@/ rSdr = 27t[— cos H]Zﬁ [T} = i
w/4 0 7 0 7

Dunque

6.12 Curve e lunghezza di una curva

Definizione 6.12.1.
Si definisce curva un’applicazione ¢ : I — RY continua, con I intervallo. Si definisce inoltre sostengo di
una curva l'insieme

I = o(I) = {x = p(t).t € I}

Definizione 6.12.2.
Una curva ¢ si dice regolare se ¢ € C' e ¢ # 0.

Sia ¢ : I — RY una curva di classe C', con I non necessariamente limitato. Fissata una partizione di
To:infl <tyg<ty<...<tp_1 <ty <supl, consideriamo la spezzata unione dei segmenti di estremi
@(ti—1),(t;), 1 =1,..., k. La lunghezza della spezzata S, sara
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Definizione 6.12.3.
Si definisce lunghezza di una curva ¢ la quantita

(p) = sgpl(Sa)

al variare delle partizioni o.

Teorema 6.12.1.
Sia @ : I — RY wuna curva di classe C. Allora si ha

I(p) = / 1/ (t) v dt

Dimostrazione. (<)
Per ogni suddivisione o di I si ha

k

k
1(Sy) = Z lp(ti) — p(ti1)In = Z

=1

t;
/ ' (t) dt
ti—1

tr
- / @/ (O)l dt < / (D) dt
to I

k th
<3 / o (8)| dt =
N i=17ti-1

Passando al sup si ottiene
l) = supl(S,) < [ 1/(0)lv
o I
O

Dimostrazione. (>)

Sia [a,b] C I e € > 0. La funzione ¢’(¢) ¢ uniformemente continua nelle sue componenti, allora 36 > 0
tale che V1,t € [a,b] con |7 — t| < § si abbia |¢'(T) — ¢'(t)|n < €. Sia o una suddivisione di [a,b] con
a=tg<ti1 <...<tpy=bet; —t;_1 <06 Vi. Fissato i, considero

/ )l di = / L) — () + @ () dt <

ti—1 ti—1

<[ Ol [ ey

trifl t1'71

Ma .
[ Ky dt =1t s — tima) =

ti—1

Poiché t; — t;_1 > 0 per costruzione, si ha

=@/ (t:)(ti —tiz1)In =

ti
| e
ti—1

Sostituiamo quanto trovato nella relazione precedente, aggiungiamo e sottraiamo al secondo integrando
¢’ (t) e applichiamo la diseguaglianza triangolare, ottenendo cosi:

N

[ ol [ ey <

t171 t7;,1
t;
/ o' (t) dt
ti—1

t;
/ o' (t) dt
ti—1

< / 1) — o (t)w dt + / @) — ()l dt +

ti—1 tiy

N

—2 [ e - @ty di+

ti—1

<

N
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< 2e(t; — tic) + |p(ti) — p(ti-1)|n
Allora

/|90 )| dt = Z/ |th<2€z i) (S, =

=2e(b—a)+1(S,) <2e(b—a)+1(p)

Per larbitrarieta di €, per ogni intervallo [a,b] C I si ha dunque

b
/Nmeﬁsuw

da cui segue
10l di < i)
O

Definizione 6.12.4.
Una curva ¢ : I — RY si definisce regolare a tratti se & possibile decomporre I in sottoinsiemi adiacenti
I, ..., Iy tali che Vi = 1,..., k |, sia regolare semplice.

Osservazione 6.12.1.
La lunghezza di una curva ¢ regolare a tratti sara

lp) = Lol

Definizione 6.12.5.
Data una curva ¢ : [a,b] — RY regolare data da x = ¢(t), t € [a, b], definiamo

:Aw:/mewNm7 s 0,1p)]

Poiché I'integrando & sempre positivo, A(t) sara strettamente crescente. Esistera dunque ' (¢) = |¢'(¢)|n >
0. Di conseguenza, A(t) sara invertibile e la sua inversa sara data da

t=A""(s) : 0. )] > [a, 1]

e la sua derivata prima sara
1

OO = ety
Si definisce ascissa curvilinea della curva ¢ la funzione
als) = p((A1(5) 1 [0,)] = T = {x = a(s), s € [0,1()]}

Osservazione 6.12.2.
L’ascissa curvilinea percorre la curva con velocita unitaria. Infatti

©' (A" (s))
O

che ¢ appunto un vettore unitario.
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Capitolo 7

Integrale curvilineo e di superficie

7.1 Integrale curvilineo

lo) = [ /@l dt. 1Ol dt = N (t) = ds

Definizione 7.1.1.
Siano T’ CRM e f: ACRY — R, con A aperto e I' C A. Allora

b
/F fds = / Fp )| (1) dt

Osservazione 7.1.1.
L’integrale curvilineo rispetta le proprieta di monotonia e linearita. In piu, vale 'additivita su funzioni
regolari a tratti.

7.2 Integrale di superficie

Definizione 7.2.1.
Si definisce superficie una funzione o : D C R? — R?, dove D = A con A aperto connesso, o continua
su D, di classe C' e iniettiva su A. La superficie si dice regolare se la matrice delle derivate

(Cfl)u (01)1)
Do(u,v) = | (62)n  (02)y
(US)u (03)11

ha rango 2. Indicando con ¥ = (D) il sostegno della superficie, si osserva che i vettori o, (u, v), o (u, v)
sono vettori non nulli tangenti a ¥ nel punto o (u,v) e tra loro linearmente indipendenti. Se o & regolare,
allora 3 ha piano tangente nel punto o (u,v) dato dall’ equazione

x = o(u,v) + soy,(u,v) + to, (u,v), (s,t) € R?

Definizione 7.2.2.
Sia R il rettangolo R = [u,u + h] x [v,v + k] C D. Si ha che o(R) ¢ il parallelogrammo generato da
o.(u,v) e o,(u,v), e la sua area sara data da

|koy (u, v)|3lhoy(u,v)|3sin 8 = |hk||(oy X o,)(u,v)|s

per (h,k) — (0,0) si ha
dS = |(oy X 04)(u,v)|3 dudv

L’area di ¥ = o(D) sara allora

a(X) = /D (o X 04)(u,v)|3 dudv

71



Esempio 7.2.1 (Area della superficie sferica).

T =r7rsinfcosy
y =rsinfsinp r costante, 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27]

z =rcosb

La matrice delle derivate sara

rcosfcosyp —rcosfsiny
Do(0,9) = | rcosfsing  rsinfcose
—rsinf 0

Dunque

|09 X 0|3 = \/(7"4 cos? §sin? 0 + risin 0) = r? sin g
Allora ,
CL(E) = / / 7"2 sin 6 dgpde = 27‘(7"2[_ CcoS 9]3 _ 47TT2
0o Jo
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Capitolo 8

Campi vettoriali

8.1 Campi vettoriali e linee di forza

Definizione 8.1.1.
Si definisce campo vettoriale una funzione F : A C RY — R¥ continua.

Definizione 8.1.2.
Le linee di forza di un campo vettoriale F sono definite da

8.2 Integrazione di un campo vettoriale

Definizione 8.2.1.
L’integrale di un campo vettoriale F su una curva orientata I' C A e dato da

/F<F,T>N ds

dove T ¢ il versore tangente alla curva. Equivalentemente, parametrizzando la curva come

I'={x=(t) t € la,b]}

si ha
_ [ RZIOIN _ [ / _
/r<F’T>N ds —/a (F(e(t)), |<p,(t)|N>N " (t)| v dt —/a (F(e(t), ¢ (1)) v di =
Se & (t) = (z1(t),...,zn(t)), allora possiamo ancora scrivere

N b
_ Z/ Fy@i(t), ..., an(0)a) dt

Definizione 8.2.2 (Forme differenziali lineari).
Una forma differenziale lineare & un’applicazione w : A C RY — (RY)’ (duale) data da

N

w(x) =Y wi(x)dz;

i=1

N

h+— sz(x)hz

=1
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Consideriamo
N N

F(x) = ZFi(x)eZ-, F—w= Z F; dx;

i=1 i=1
h— w(h) = (F,h)y
Allora

/F<F77'>N ds = /Jrriﬂ(x) dx;

Osservazione 8.2.1.
L’integrale di un campo vettoriale F su una curva orientata I' C A, ovvero l'integrale della forma
differenziale w = Zf\il F;(x) dz; suT pud essere scritto come

/Hi_ilﬂ(x) ri= [ o= @y = i [ R a

Definizione 8.2.3.
Un campo vettoriale F : A C RN — RY continuo si dice conservativo se esiste una funzione scalare
f € CY(A) tale che

Vfix)=F(x), Vxe€Ad

Osservazione 8.2.2.
Se F ¢ un campo vettoriale conservativo di classe C*, allora D, f = F; e, per il teorema di Schwarz, vale
OF;  OF;
Ox; T Oy

D;D;f = =D;D;f

Osservazione 8.2.3.
La forma differenziale lineare w associata al campo vettoriale F verifica w(x) = df (x). In questo caso, la
forma w si dice esatta.

Teorema 8.2.1.
Sia A CRYN aperto e F € CO(A,RN) un campo vettoriale. Sono fatti equivalenti:

1. F ¢ conservativo, cioé w & esatta;

2. per ogni curva chiusa I' C A di classe C a tratti si ha

/ w=0
+I

3. VI'1,Ty C A curve di classe C' a tratti aventi gli stessi estremi, si ha
o= e
4TIy +I2
Dimostrazione. (1) = (2)

Sia I' una curva chiusa contenuta in A, parametrizzata da I' = {x = ¢(¢),t € [a,b]}. Allora

LFWZij;AFDif(X)dmi :jzl/(lbDif(QO(t))Lp; dt —

osservando che 1'ultimo integrando e la derivata di funzione composta, otteniamo:

_ / % Flo(®)) dt = f(p(b) — f((a))

Poiché per ipotesi la curva T" & chiusa, si ha ¢(b) = ¢(a) e quindi U'integrale risulta nullo. O
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Dimostrazione. (2) = (3)
Siano I'y,I's come da ipotesi, parametrizzate da

I‘ll = {X = ‘Pl(t)vt € [alabl}}

[y = {x=py(t),t € [a,b2]}
Definiamo
p1(t), t€lar,bi]
p(t) =
p(—t+by+b2), te€[br,br+bs— a2

Allora ¢ : [a1,b1 + by — as] — A & una curva chiusa che ha come immagine +I'; U (—I'3). Dunque:

b1+b2—a2i ,

o | o= [ Fi((t) ¢ dt =

JrFlU(sz) al i=1
by N bi+ba—as N

- / S Fin (0) (1) dt - / S Fi((—t + ba + b1)hy (—t + by + by) dt =
a1 j—1 by i=1

Posto s = —t + by + by e ds = —dt si ottiene

by N by N

- [ S e i Y R ds= [ w- [ w
+I' +I2

[ a2 =1

Poiché l'integrale e per ipotesi nullo, segue

+I'y +I2

Dimostrazione. (3) = (1)
Sia xg € A fisso e x € A congiungibile a x¢ con una curva C' a tratti contenuta in A. Definiamo

f<x>=/+ w

g

dove I'yx, x € una qualunque curva che ha per estremi xy e x. Sia h € R non nullo e sufficientemente

piccolo. Allora
erhe) =69 L[ o[-
h h g, x+he; +xq,x

Poniamo Tk x+hre; la curva +T'x) x+ne; — I'xo %, allora

i
= — w =
h Tx,x+hei

Parametrizziamo w con ¢(t) = x + the;, t € [0,1]:

1 & 1
:E/ ZFJ(X+thej)5ijh dt:/ Fi(x + the;) dt
0 =1 0

Per h — 0: )
/ Fi(X + thei) dt — FI(X)
0

Dunque per ogni 7 esiste continua la derivata parziale rispetto all’i-esima componente di f e vale D; f = Fj.
Per il teorema del differenziale totale, segue che f e differenziabile e Vf = F. O
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Definizione 8.2.4.
Una forma differenziale w = Zil F; dx; si dice chiusa se F € C' e D;F; = D;F;.

Osservazione 8.2.4.
Se w & esatta allora e chiusa. Il viceversa non € sempre vero.

Definizione 8.2.5.
Un aperto A si definisce semplicemente connesso se

e A ¢ connesso;

e Ogni curva chiusa contenuta in A puo essere deformata con continuita ad un punto senza uscire

da A.

Osservazione 8.2.5.
Se w & una forma differenziale lineare chiusa su un aperto A semplicemente connesso, allora w ¢ esatta.

8.3 Formule di Gauss-Green

Sia A C R2 un aperto limitato con 9A di classe C'. Vxy € A esiste un intorno U C R? di x¢ tale che
U N OA & grafico di una funzione C'. In tal caso si avra

k
A= U A;
=1

con gli A; privi di punti interni comuni ed insiemi normali rispetto a uno degli assi. Denotiamo con +0A
il verso antiorario.

Teorema 8.3.1 (Gauss-Green). -
Sia A C R? soddisfacente le condizioni di cui sopra e sia f € C*(A). Allora

1.
of

—dzdyz/ fdyz/ fnids
A O +0A 04

/gd:cdy:/ fd:c:/ fnods
a4 Oy —0A HA

dove n = (n1,n3) ¢é il vettore normale esterno alla frontiera.

Dimostrazione.
Possiamo ridurci (non é restrittivo) al caso in cui A sia un insieme normale, dato da

A= {(z,y) eR? |z € [a,b],y € [a(z), B(2)], 0, B € C'([a,0]), 0 < B}

Siano I'1,'9, '3, 'y i quattro pezzi della frontiera di A, parametrizzati da

I = y € [a(a), B(a)],n = (—1,0)
y=y
Iy = x € [a,b],n = (d'(z),—1)
y = a(z)
r=0>b
I‘3 = ye [a(b)aﬂ(b)]vn - (130)
y=y

76



Iy = x € [a,b],n = (—f5'(2),1)
y = B(x)

Il secondo membro della seconda uguaglianza diventa allora:

b b
[ s == [ o) do+ [ (e p) do =

b
= [ 1@5@) - Jeal))dr

| Ghdady - / / ﬂf 2 yaa

per il teorema fondamentale del calcolo integrale, segue

Mentre il primo membro diventa:

b
:/ [f(z,8(x)) — f(x,a(z))] dz

che dimostra la seconda uguaglianza. Per la prima invece, a secondo membro si ha

B(a) b
/A Fny ds = / L Sy / f (@ o(x))a () de +

B(b) b
+/a(b) f(by) dy-l—/a —f(x, B(x))f (z) dx

of B b rB(x) of
/Aa—xda:dy—/a /a(x) 9z dzdy (%)

B(x) v
Gz) = / L Jdy P = / f(y) d

Mentre a primo membro

Consideriamo le funzioni

Avremo allora

v af(
—(z,
w 0%
Inoltre, G(x) = F(a(z), B(x),r). Dunque G & composizione di funzioni di classe C!, e dunque anch’essa
sara di classe C'. In virtu di cid, possiamo riscrivere le derivate parziali come:

F, = f(x,v) F,=—f(z,u) F,= y) dy

B(x) 3]0

:f(z,ﬁ(lf))ﬂl(l‘)’ F, = _f(x7a(3:))o/(x), F, :/( ) 8$

Pertanto, si ottiene

B(x) af B d B(z) ’ ’
[ l [ s dy] [ BB @) + [z a(@)a’ (@)

Sostituendo P’espressione appena trovata in (*), otteniamo

of
350

by B(x) b / b / -
-/ dwl L. @ dy] do= [ @) @) do+ [ flaala)el(a) do =

7

dxdy =



dal teorema fondamentale, segue che

B(b) B(a)
=/ f(by) dy—/ fla,y) dy+
a(b) a(a)

b b
4 / f(z, o)’ (z) de — / f(, B(@))B (z) da

Esempio 8.3.1.
Sia A C R? un aperto limitato, con 8A € C'. Allora

1
mQ(A):/ xdyz/ ydﬂCZ*/ (z dy — y dx)
+oA Y 2 Jio0a
Esempio 8.3.2.

Consideriamo la cicloide p(t) = (tsint, 1 —cost),t € [0,27] e sia 0A = ([0, 2n]). Allora, per il teorema
di Gauss-Green, si ha

2m 2m 2m
ma(A) = —/ (t —sint)sint dt = —/ tsintdt—!—/ sin?t dt = 27 4w = 37
0 0 0

8.4 Divergenza, rotore e teorema di Stokes

Definizione 8.4.1.
Sia F(f, g) un campo vettoriale di classe C'. Si definisce divergenza di F la quantita

0 0
f+9

divF 5‘ 3y

Teorema 8.4.1 (della divergenza).
Sia F(f,g) un campo vettoriale di classe C1(A,R?), con A C R? aperto e limitato, avente frontiera OA

di classe Ct. Allora
/divF dxdy:/ (F,n)y ds
A 24
Dimostrazione.

Dalla definizione di divergenza, si ha

/didexdy—/(g‘f+aq>dd / fdd +/—gdzdy_
A

Applicando il teorema di Gauss-Green, si ottiene

= fni ds Jr/ gns ds = / (fni + gna)ds = / (F,n)s ds
0A 0A OA 0A
O

Teorema 8.4.2 (Stokes).
Siano A C R? aperto, F : A — R3 un campo vettoriale di classe C' e ¥ una superficie orientata, dotata
di bordo T' orientato in modo coerente. Allora

/Z<rotF,n>3 do = /F<F,T>3 ds

dove T ¢ il versore tangente a I', n ¢ il versore normale a X e

i j k (F3)y — (F2)-
rotF:=det (D, D, D,|=|(F).— (F3):
P F F (F2)e — (F1)y
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Dimostrazione.
Poniamo ¥ = o(T),T CR? e 0 € C?, con T = ~([a, b)), essendo o, v date da

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(w,0)), (1) = (£(@), n(t))

supponiamo inoltre I' = (9T) (non ¢é restrittivo). Sia F = (P,Q, R), con P,Q, R funzioni scalari.

Definiamo . .
F=F(o(u,v)), F=F(a(v(t)))

da cui segue che F = F o~. Essendo I' = {o(v(t)), ¢ € [a,b]}, si ha

[ msas= [ (o) a=

b
— [ [Plast + o)+ Qo+ ) + Rl + 2]t ()
Il vettore tangente esterno a 7' normalizzato ¢
Y
L h ¢')
V|2

sostituendo in (*), si ottiene

b
= / |:P(_xu1/2 + xy11) + Q(—yule + Y1) + R(—zy12 + ZUVI):| |v']2 dt =

b
— [ [ra(Pas+ Qo+ Rea) — va(Pa - Qua + B ket =

= / ((E oy oy)avs — (F 0,0 ’7>3V2) ds =
oT
dal teorema della divergenza, segue che

0 — 0 —
= /T <8U<F,av>3 - 61}<F’Uu>3> dudv =

= / [<FI$U + Fyyu +F.z, 0'71>3 + <F; qu>3_
T

- <F1Iv +Fyy, +Fozy, Uu>3 - <F, Uvu>3] dudv =

Poiché o € C?, allora per il teorema di Schwarz o, = 04, € quindi i termini contenenti le derivate
seconde miste risultano opposti e si elidono. Sviluppando infine i prodotti scalari, si ha:

= / [(F»Lxu + ﬁyyu + ?ZZU)QI‘U + (@xl’u + @yyu + @Zzu)%Hr
T

+(szu + Ryyu + RzZ'u,)Z'U - (ﬁzxv + Fyyv + Pzzv)xu_
- (szv + nyv + @sz)zu - (szv + Eyyv + Ezzu)] dudv =

= /T [(Qw - Py)(muyv — Typlu) + (ﬁz - Ew)(zuxv — 2yTy)+

+(Ry — Q.)(yuzo — yvzu)] dudv = /{rot F,o, X 0,)3 dudv =
T

Poiché
Oy X Oy

n=— do = dudv|o, X 0,3

Oy X Oyl3’

si ottiene

:/<rotF,n>3 do
b
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Teorema 8.4.3 (della divergenza in tre dimensioni).
Siano A C R? aperto e limitato con A € C' e F € C1(A,R3) un campo vettoriale. Allora

/ divF dxdydz = / (F,n)3 ds
A DA

dove n ¢ il vettore normale esterno.
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